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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы. Оценка несущей способности и устойчивости конст-

рукций всех типов представляет собой серьезную проблему не только в горных 

науках, но и во многих других сферах деятельности человека. 

Теоретическое значение прочности, получаемое из физических (естествен-

но-научных) предпосылок на молекулярно-ионном уровне, в 500 – 1000 раз 

выше прочности реальных твердых тел. Невозможность использования простой 

экстраполяции для перехода от атомного строения материалов к практическому 

определению их свойств и прочности явилось, пожалуй, крупнейшим разочаро-

ванием в физической науке о поведении материалов [1]. Это способствовало 

развитию технического (феноменологического, континуального или сплошнос-

редного) подхода к обоснованию прочности твердых тел. Таким образом, объ-

ектом исследования на микромасштабном уровне является реальная кристалли-

ческая решетка со своими дефектами структуры, на макромасштабном уровне – 

сплошная или континуальная среда, абстрактно введенная для возможности ис-

пользования аппарата дифференциального исчисления (непрерывность функ-

ций). Только в рамках многоуровневого подхода (мезоскопический уровень) 

физики и механики твердого тела возможно корректно описать синергетиче-

скую природу пластической деформации и разрушения твердых тел. При этом 

механика деформируемого твердого тела играет ведущую роль, а движение 

дислокаций на микромасштабном уровне является аккомодационным процес-

сом [2].  

Существенным является тот факт, что подавляющее большинство исследо-

ваний, вопросов пластического деформирования и разрушения твердых тел 

проведены для условий разрывного разрушения. Работы по установлению за-

конов дезинтеграции материалов, обладающих внутренним трением (горные 

породы), в условиях объемного сжатия, то есть при разрушении за счет сдвига, 

встречаются значительно реже.  
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Фактически можно утверждать, что на сегодняшний день для сдвигового 

характера деформирования горных пород и сложного (объемного) напряженно-

го состояния отсутствуют теоретически обоснованные и подтвержденные экс-

периментом критерии пластичности и прочности, функция пластического по-

тенциала и зависимости, определяющие коэффициент дилатансии. В этой связи 

в качестве поверхности текучести и функции пластического потенциала ис-

пользуется предельная кулоновская поверхность. Поэтому коэффициент дила-

тансии, рассчитанный согласно ассоциированному закону пластического тече-

ния, в несколько раз превышает экспериментальные значения, а область упру-

гости ассоциирована с предельной. Это, в свою очередь, приводит к значитель-

ному завышению дилатантных изменений при пластическом деформировании и 

искажению результатов моделирования напряженно-деформированного со-

стояния.  

Одной из главных задач геомеханики является прогнозирование развития 

опасных геомеханических процессов. Такие важнейшие задачи, как оценка ус-

тойчивости откосов бортов карьеров, отвалов, дамб хвостохранилищ, прогноз 

параметров процесса сдвижения горных пород, расчет опорных целиков, не по-

лучили своего окончательного решения в силу ряда причин, в том числе сугубо 

теоретических. Так, в силу статической неопределимости задачи, фактически не 

существует критерия устойчивости откосов, отвечающего условиям необходи-

мости и достаточности равновесия, хотя данный вопрос развивается уже поряд-

ка 120 лет силами ученых из различных технических областей знаний. По этой 

же причине нет возможности теоретически установить критические поверхно-

сти разрушения в массиве. Углы сдвижения и разрывов в расчетах принимают-

ся инвариантными относительно глубины, что приближенно установлено из на-

турных наблюдений, но не имеет теоретического обоснования. Нет надежных 

методов установления (на стадии проектирования) границы зон сдвижения гор-

ных пород с разрывом сплошности и плавного деформирования как квазисп-

лошной среды.  
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Перечисленные выше вопросы могут быть рассмотрены с единых концеп-

туальных позиций в рамках механики континуальной среды.  

На основании вышеизложенного можно утверждать, что исследование за-

кономерностей процесса дезинтеграции горных пород, разрушения откосов 

горнотехнических сооружений и конструктивных элементов систем подземной 

разработки является актуальной задачей не только в области освоения место-

рождений, но и в целом в геомеханике и механике разрушения горных пород и 

твердых тел. 

Объектом исследований являются горные породы как сплошная среда, 

обладающая сцеплением и внутренним трением, горные массивы. 

Предметом исследований выступают условия устойчивости или разру-

шения откосов, предельные параметры конструктивных элементов открытой и 

подземной разработок, дезинтеграция, пластичность и прочность горных пород. 

Подавляющее большинство исследований, посвященных устойчивости 

горнотехнических сооружений, рассматривают откос как сплошную среду, об-

ладающую внутренним трением и сцеплением. В случае рыхлых пород это оп-

равдано без дополнительных замечаний, по крайней мере, с практической точки 

зрения. Процессы, происходящие при разрушении откосов с блочным строени-

ем, подобны процессам, происходящим в очаге землетрясений. Описание про-

цесса разрушения блочных сред с трещинами отдельности, имеющими слож-

ную геометрию (фрактал) и чрезвычайно сложный характер деформирования, 

на сегодняшний день несколько затруднено, хотя серьезные научные проработ-

ки по данному вопросу уже имеются. Поэтому для скальных трещиноватых 

массивов (откосов) горных пород (блочные среды) применяется тот же подход, 

что и для рыхлых отложений (представление сплошной средой), а пробелы в 

понимании процессов, происходящих при пластическом деформировании и 

разрушении блочных сред, вкладывают в собирательную и абстрактную вели-

чину – сцепление трещиноватого горного массива. То есть считается, что при 

такой постановке задачи найдется некая эквивалентная величина сцепления, 
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которая будет характеризовать сдвиговое свойство блочного массива. Поверх-

ности ослабления массива представляются плоской линией с известными пара-

метрами паспорта прочности (без учета сложного механизма разрушения тре-

щины). В этой связи целью диссертации является создание теории устойчиво-

сти откосов горнотехнических сооружений как сплошной среды с внутренним 

трением и сцеплением, на основе критерия прочности Кулона по методу пре-

дельного равновесия, в строгой механико-математической постановке задачи, а 

также применение полученных теоретических положений для решения задач 

устойчивости откосов в сложных горно-геологических условиях, сдвижения 

горных пород, геомеханики подземных разработок, пластичности и прочности 

горных пород как твердых тел. 

Идея работы состоит в использовании вариационных принципов для пре-

одоления статической неопределимости задачи об устойчивости откоса, созда-

нии на основе этого теории устойчивости горнотехнических сооружений и вы-

явлении закономерностей пластического деформирования и разрушения гор-

ных пород при сдвиге. 

Задачи диссертационной работы: 

1. Разработать классификацию существующих методов расчета устойчиво-

сти откосов по принципу используемых ими допущений (по принципу послаб-

ления расчетной схемы).  

2. Определить условие устойчивости (критерий устойчивости) откосов в 

однородных и изотропных средах, обосновать положение и форму критической 

поверхности скольжения, методику ее построения, а также определить пре-

дельные геометрические параметры плоских однородных откосов. 

3. Исследовать влияние неоднородности и анизотропии горных массивов 

на положение и форму критической поверхности скольжения (разрушения) и 

предельные геометрические параметры откосов. 

4. Изучить степень влияния подработки откоса подземными горными ра-

ботами (карст) и разработать методику расчета подработанных откосов. 
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5. Разработать методику расчета устойчивости откосов отвалов различных 

пород (связные, несвязные) на произвольном (устойчивом, неустойчивом) ос-

новании. 

6. Разработать методику учета обводненности и сейсмичности при оценке 

устойчивости откосов горнотехнических сооружений. 

7. Исследовать влияние тектонических полей напряжений на устойчивость 

карьерных откосов и разработать методику их учета. 

8. Обосновать методику прогнозирования угловых параметров процесса 

сдвижения горных пород (углы разрывов, сдвижения, граничные), в том числе в 

условиях тектонических полей напряжений для случая сплошной квазиодно-

родной среды. 

9. На основе предлагаемой теории разрушения откосов разработать метод 

расчета нагрузок на опорные целики. 

10. Разработать рекомендации по обоснованию расчетных прочностных 

характеристик трещиноватых горных массивов. 

11. На основе фундаментальных решений по устойчивости откосов как 

сплошной среды теоретически обосновать критерий (паспорт) сдвиговой пла-

стичности и прочности горных пород как твердых тел в сложном напряженном 

состоянии. 

12. Математически описать процесс развития пластических деформаций 

(функцию пластического потенциала) при упрочнении горных пород для сдви-

говой деформации, обосновать значения коэффициента дилатансии. 

13. Сопоставить теоретические результаты по пластичности и прочности 

горных пород с экспериментальными исследованиями и скорректировать ана-

литические положения согласно опытным данным.  

14. Получить обобщенный энергетический принцип разрушения (предраз-

рушения, дезинтеграции) горных пород. 

15. Обосновать критерий зарождения сдвиговых трещин в твердых телах 

под воздействием потенциальной энергии деформации. 
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Защищаемые научные положения: 

1. На защиту выносится теоретический критерий устойчивости (разруше-

ния) откосов горнотехнических сооружений по методу предельного равновесия, 

отвечающий условиям необходимости и достаточности статического равнове-

сия твердого тела, на основе которого обоснована геометрия (форма и положе-

ние в массиве) наиболее опасных поверхностей скольжения в однородных, не-

однородных, анизотропных откосах и осуществлен учет тектонических, сейс-

мических и гидростатических сил. 

2. В рамках модели сплошной среды, обладающей внутренним трением φ  

и сцеплением C , единый критерий пластичности и прочности горных пород 

(твердых тел) при сдвиге имеет вид: 

− в компонентах главных напряжений 1 3,  : 

1 3
3 1

tg tg
σ σ 2 1 1

k
C

C C

         
  

;      

− в компонентах напряжений на площадке среза , n  : 

   
 

1 2 cos1
1 sin sin ln

1 1 cos
nk kCk

C C
k k C

   
     

  
, 

определяющий при  

0k   − функцию пластического потенциала и начальную поверхность текуче-

сти (предел упругости) для горных пород с пластическим характером разруше-

ния; 

0 1k   − предел прочности горных пород и предел упругости для горных по-

род с хрупким характером разрушения ( 1 sink    ); 

1k   − теоретическую предельную поверхность или предел прочности при 

сдвиге (срезе), совпадающую с критерием Кулона (Coulomb, 1773). 

3. На защиту выносится вариационный принцип дезинтеграции горных 

пород, определяющий функцию поверхности (траекторию) разрушения. Форма 

поверхностей сдвиговой дезинтеграции в твердых телах (горных породах) оп-
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ределяется максимальной работой внешних V  и объемных  W U  сил  

на относительном перемещении частей тела при срезе, при этом минимизирует-

ся энергия, затрачиваемая на создание данных поверхностей 2 : 

     

 

, , , , , ,

max
2 , ,

N S

L

V x y y dn W x y y U x y y dS

x y y dl

     




 


. 

4. При отсутствии притока энергии извне, сдвиговая дезинтеграция в замк-

нутой плоской системе может происходить только за счет накопившейся в теле 

энергии, при этом разрушение или появление трещины на любом масштабном 

(иерархическом) уровне наступает тогда, когда отношение среднего расстояния 

между образующимися трещинами к их среднему размеру достигает значения: 

0 / 44sin 2,8 3,7
4 2  
       

 
. 

Методы исследований. При решении поставленных задач в работе широ-

ко использованы методы дифференциального, интегрального, вариационного 

исчислений и математической статистики, принципы, законы и теоремы теоре-

тической механики и механики сплошной среды, метод сопоставления теорети-

ческих и экспериментальных данных. 

Личный вклад автора диссертации заключается в сборе и обобщении ма-

териалов, постановке задач исследований, выполнении исследований, форму-

лировании научных положений, выводов и рекомендаций диссертации. 

Достоверность научных положений, выводов и рекомендаций под-

тверждается удовлетворительной сходимостью полученных теоретических ре-

зультатов и экспериментальных данных.  

Сопоставление предельных параметров плоских однородных откосов, по 

данным диссертационного исследования, с известными, наиболее распростра-
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ненными аналогами (Правила, СНиП и др.) показывает их близость с законо-

мерным и ожидаемым отклонением, объясняемым новизной решения задачи. 

Аналитически доказанная стабильность углов разрыва (граничных, сдви-

жения) с глубиной для квазиоднородых массивов находит свое повсеместное 

подтверждение при инструментальных исследованиях процесса сдвижения 

горных пород. Обоснованные значения коэффициента снижения нагрузки на 

целики достаточно близки к экспериментальным значениям, по данным 

ВНИМИ. 

Полученные аналитически функции поверхностей текучести, пластическо-

го потенциала и предельной поверхности, а также значения коэффициентов ди-

латансии сопоставлены с весьма представительной выборкой эксперименталь-

ных данных, произведена корректировка теоретических результатов. 

Предлагаемый вариационный принцип дезинтеграции горных пород по-

зволяет наглядно объяснить некоторые особенности геомеханических явлений: 

зональную дезинтеграцию горных пород вокруг подземных выработок, округ-

лость поверхности скольжения при разрушении откосов и др. Достоверность 

предлагаемого критерия зарождения сдвиговых трещин подтверждается совпа-

дением с результатами исследований академика М. А. Садовского (геофизика),  

академика С. Н. Журкова, проф. В. С. Куксенко (физика твердого тела), акаде-

мика М. В. Курлени и чл.-корр. В. Н. Опарина (геомеханика). 

Новизна результатов исследований состоит: 

– в разработке теории устойчивости (разрушения) откосов горнотехниче-

ских сооружений как сплошной среды по методу предельного равновесия, 

обеспечивающей необходимость и достаточность условия равновесия призмы 

смещения по наиболее слабой поверхности скольжения; 

– аналитическом обосновании степени влияния тектонических полей на-

пряжений на устойчивость бортов карьеров; 
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– аналитическом доказательстве стабильности углов разрыва, а значит, уг-

лов сдвижения и граничных углов с увеличением глубины разработки, как для 

сплошной квазиоднородной среды; 

– доказательстве слабой зависимости углов разрыва (сдвижения) в сплош-

ной квазиоднородной среде от углов внутреннего трения, вследствие стягива-

ния поверхностей скольжения с различными углами внутреннего трения в еди-

ную поверхность; 

– обосновании на континуальном уровне разворота структурных элементов 

при упрочнении, что подтверждается экспериментальными данными на мезо-

уровне и в геодинамике; 

– теоретическом обосновании (аналитический вывод) и эксперименталь-

ном подтверждении условия (критерия) пластичности и прочности, функции 

пластического потенциала и коэффициента дилатансии, то есть в обосновании 

закономерностей пластического деформирования горных пород при сдвиге; 

– выводе энергетического вариационного принципа дезинтеграции твер-

дых тел, позволяющего определять геометрию поверхностей разрушения в те-

лах (горных массивах); 

– получении критерия зарождения сдвиговых трещин в твердых телах 

(горных породах) под воздействием потенциальной энергии деформации и его 

физической интерпретации. 

Научная значимость результатов исследований состоит:  

– в разработке теории устойчивости или разрушения откосов горнотехни-

ческих сооружений как сплошной среды по методу предельного равновесия;  

– получении фундаментальных уравнений, определяющих условия пре-

дельного равновесия призм смещения и геометрии (траектории) поверхностей 

скольжения; 

– аналитическом получении функций поверхностей текучести, а также по-

верхностей, определяющих предел упругости и предел прочности горных по-

род; 
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– аналитическом обосновании функции пластического потенциала при 

пластическом деформировании горных пород (искусственных материалов); 

– объяснении некоторых физических аспектов процесса пластического де-

формирования (упрочнения) горных пород при сдвиге, в частности: 

1) главным признаком пластической деформации на стадии упрочнения 

является частичная или полная (на пределе упругости) потеря удерживающего 

эффекта от внутреннего трения на площадках микросдвигов под действием ми-

нимального главного напряжения и его постепенное усиление в процессе уп-

рочнения,  что является следствием явления дилатансии, то есть увеличения 

объема в направлении минимального главного напряжения; 

2) доказывается изменение углов наклона критических площадок микро-

сдвигов в процессе упрочнения, что трактуется как разворот структурных эле-

ментов при пластическом деформировании; 

– выводе и обосновании вариационного принципа или энергетического ус-

ловия разрушения твердых тел (горных массивов), позволяющего определять 

траекторию разделения тел в процессе дезинтеграции; 

– физической интерпретации критерия зарождения сдвиговых трещин в 

твердых телах (горных породах) под действием потенциальной энергии дефор-

мации. 

Практическое значение работы. Отличительной особенностью прове-

денных исследований является то, что все фундаментальные теоретические по-

ложения доведены до расчетных формул или алгоритмов для компьютерного 

решения, графиков, номограмм, то есть до возможности практического приме-

нения. Более того, автором лично проделаны поверочные расчеты, подтвер-

ждающие их работоспособность. Даже в случае сугубо научных результатов в 

работе указываются возможные направления их дальнейшего использования на 

практике.  

Результаты выполненных исследований позволяют производить оценку 

устойчивости откосов горнотехнических сооружений в горно-геологических 
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условиях практически любой сложности. Разработаны методы прогнозирования 

угловых параметров процесса сдвижения горных пород (граничные углы, углы 

сдвижения и разрывов) и нагрузок на опорные целики при подземной разработ-

ке месторождений для сплошной квазиоднородной среды. Разумеется, являясь 

фундаментальной основой геомеханических расчетов, во многом для практики 

будет полезен аналитический критерий пластического деформирования твер-

дых тел и, в частности, горных пород (паспорта пластичности и прочности). 

Выявленные закономерности пластического деформирования позволят осуще-

ствлять прогноз опасных геомеханических и геодинамических явлений. Знание 

закономерностей пластического деформирования твердых тел позволит скор-

ректировать существующие модели сплошной среды – теории пластичности.  

Реализация работы. Результаты работы реализуются в учебном процессе, 

изданы три учебных и учебно-методических пособия, которые используются 

при проведении курсов переподготовки, повышения квалификации работников 

горных предприятий таких компаний, как ПАО «ГМК «Норильский никель», 

ПАО «НК «Роснефть», ПАО «Уралкалий», АО «Русская медная компания», 

предприятий Уральской горно-металлургической компании: ОАО «УК «Куз-

бассразрезуголь», ПАО «Гайский ГОК», АО «Учалинский ГОК» и др. Резуль-

таты работы были использованы и внедрены для оценки и обеспечения устой-

чивости бортов карьера Комаровского месторождения (Казахстан) и карьера 

ГОКа «Эрдэнэт» (Монголия) (Приложение 1). Основные теоретические и прак-

тические результаты исследований переданы для использования в лабораторию 

устойчивости бортов карьеров и сдвижения горных пород ОАО «Уралмеха-

нобр-УГМК». 

Апробация работы. Основные положения и результаты работы опублико-

ваны в 46 научных статьях (из них 20 в изданиях из перечня ВАК), двух науч-

ных монографиях, докладывались на Уральской горнопромышленной декаде 

(УГГУ, г. Екатеринбург) в 2004 – 2008, 2010, 2013, 2015 и 2016 гг.; на Всерос-

сийской молодежной научно-практической конференции «Проблемы недро-
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пользования» (ИГД УрО РАН, г. Екатеринбург) в 2009, 2011, 2012, 2014, 2015 и 

2017 гг.; на международной конференции «Состояние и перспективы развития 

маркшейдерского дела» (УГГУ, г. Екатеринбург) в 2010 г.; на международной 

конференции: «XV International ISM Congress», 2013. 16 – 20 September 2013, 

Aachen, Germany; на Всероссийской научно-технической конференции с меж-

дународным участием «Геомеханика в горном деле» (ИГД УрО РАН, г. Екате-

ринбург) в 2014 г., на международной конференции: «Mezinárodní konference 

Geodézie a Důlní měřictví 2015 XXII. konference Společnosti důlních měřičů a ge-

ologů. Zasedání odborných komisí ISM». Praha 24 – 26 června 2015.; на V между-

народной конференции «Проектирование, строительство и эксплуатация ком-

плексов подземных сооружений», г. Екатеринбург, УГГУ, 5 – 7 октября 2016 г.; 

на Всероссийской конференции с участием иностранных ученых «Геодинамика 

и напряженное состояние недр Земли» (стендовый доклад), г. Новосибирск, 

ИГД СО РАН, 2 – 6 октября, 2017 г. 

Объем и структура работы. Диссертация включает введение, пять глав, 

заключение, библиографический список из 336 наименований и два приложе-

ния. Объем диссертации – 331 страница машинописного текста, в том числе 11 

таблиц, 95 рисунков. 

Автор выражает искреннюю благодарность и признательность за цен-

ные замечания, которые позволили улучшить содержание диссертации, 

следующим наставникам и коллегам: научному консультанту д.т.н. Зотее-

ву О. В., д.т.н. Латышеву О. Г., д.т.н. Корнилкову М. В., д.т.н. Лелю Ю. И., 

д.т.н. Валиеву Н. Г., д.т.н. Багазееву В. К., д.т.н. Кашникову Ю. А., д.т.н. 

Сашурину А. Д., к.т.н. Панжину А. А. 
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1. СОСТОЯНИЕ ИЗУЧЕННОСТИ ВОПРОСА 

1.1. Методы и способы оценки устойчивости откосов 

1.1.1. Общая проблематика расчета устойчивости откосов 

В данном параграфе кратко рассматривается лишь общая проблематика 

вопроса устойчивости откосов сооружений, анализ методов расчета, их класси-

фикации и недостатки, а также причины этих недостатков будут приведены во 

второй главе диссертации. 

По-видимому, необходимо постулировать тот факт, что на сегодняшний 

день не существует строгого, с математической и механической точки зрения, 

метода (способа) оценки (расчета) устойчивости даже гипотетически абсолют-

но однородных и изотропных откосов. Более того, можно утверждать, что не 

существует такого способа даже для частного случая – вертикального откоса 

(подпорная стенка). Предельная высота вертикального откоса, при отсутствии 

сопротивления отрыву горных пород, равна 90H  – высоте вертикальной трещи-

ны отрыва, что теоретически верно. Однако если мы будем рассматривать тот 

же вертикальный откос, но под действием внешних сил, например, производить 

расчет подпорной стенки, то станет совершенно очевидным, что необходимо 

знать форму и положение (геометрию) поверхности, по которой произойдет его 

разрушение – поверхности скольжения. Предположив, что поверхность сколь-

жения является плоской, Г. Франсе, О. Винклер (1920) и Л. Н. Бернацкий (1928) 

определили предельную высоту откоса. Феллениус В. (1927) определил угол 

наклона опаснейшей прямолинейной поверхности скольжения, а П. Н. Цимба-

ревич, воспользовавшись этим, привел формулу для предельной высоты откоса 

[3]. О. Т. Токмурзин [4] определил наиболее опасную прямолинейную поверх-

ность скольжения с учетом трещины отрыва, что позволило ему обосновать 

предельную высоту для плоских откосов: 

90
пр

1 ctg tg
2

H
H 

  
 

, 
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где прH  – предельная высота откоса; 90H  – высота вертикального отрыва; α  – 

угол наклона откоса;   – угол внутреннего трения пород откоса. 

Прошло около 100 лет, но до сих пор считается, что поверхность скольже-

ния в вертикальном откосе является плоскостью, наклоненной к горизонту на 

угол / 4 / 2   . Конечно данное утверждение является недостаточно обосно-

ванным и не подтверждается экспериментом, более того оно послужило осно-

вой для дальнейших неверных суждений, которые отбросили решение задачи 

не на одно десятилетие. Ниже будет показано, что данное утверждение соответ-

ствует действительности только для несвязных пород ( 0C  ).  

С откосами произвольной, например даже плоской формы, дела обстоят 

еще хуже. Из натурных наблюдений известно, что поверхность скольжения в 

однородном откосе является криволинейной, однако ни о ее форме, ни о ее по-

ложении в массиве, ничего не известно. Имеются только предположения. Но и 

это еще не все, дело в том, что в случае криволинейной поверхности скольже-

ния, задача по установлению критерия устойчивости (условия равновесия) 

призмы смещения становится статически неопределимой (об этом подробно 

речь пойдет ниже). Незнание геометрии критической поверхности скольжения 

и статическая неопределимость привели к появлению десятков приближенных 

способов расчета устойчивости однородных откосов (более 100 способов). Ка-

ждый из этих способов приводит к своим результатам, а об их точности остает-

ся только догадываться. Далеко не полный обзор упомянутых методов и спосо-

бов можно найти в работах [3, 5 – 20].  

Разумеется, при таком количестве неопределенностей в задаче об устойчи-

вости даже идеально однородного откоса, речи о создании единой строгой тео-

рии устойчивости откосов с учетом анизотропии, неоднородности, подработан-

ности, тектонических напряжений и т. д. идти не может, так как степень неоп-

ределенности задачи будет только возрастать. Например, при расчете анизо-

тропного откоса, помимо тех неизвестных, которыми необходимо располагать 

для однородного откоса, добавляются угол излома поверхности скольжения на 

поверхности ослабления и координаты точки излома. Для неоднородного отко-
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са количество неизвестных будет возрастать с увеличением количества литоло-

гических слоев, слагающих рассматриваемый откос. Тем не менее, исследова-

ния в данных направлениях ведутся, что подтверждает их актуальность.  

Влияние анизотропии на устойчивость карьерных откосов и отвалов ис-

следуется, например, в работах [21 – 25], количественный учет анизотропии 

приводится в следующей литературе [25 – 27]. В связи с почти повсеместной 

доработкой прибортовых запасов руд после отработки основных запасов от-

крытым способом, все острее встает вопрос геомеханики комбинированной 

разработки месторождений. Прежде всего, речь идет о сохранении в устойчи-

вом состоянии бортов карьера при их подработке, что, как известно, значитель-

но влияет на способ вскрытия месторождения и экономические показатели до-

бычи [28, 29]. Однако, решение данных задач в строгой постановке пока невоз-

можно. Современная тенденция открытых горных работ свидетельствует о не-

прерывном увеличении глубины разработок. Проектная глубина наиболее 

крупных карьеров в скальных породах составляет 500 – 1200 м [30]. Для таких 

глубин отработки крайне важно учесть все факторы, определяющие устойчи-

вость бортов карьеров. Наиболее сложным вопросом при оценке устойчивости 

бортов карьера, в этом случае, является учет степени влияния тектонических 

(горизонтальных) полей напряжений. Речь идет как о силовом факторе влияния 

на устойчивость призмы смещения, так и о влиянии тектонических напряжений 

на геометрию поверхности скольжения (разрушения). Однако нужно понять, 

что, если современная наука не может ответить на вопросы ни о геометрии по-

верхности скольжения в идеально однородном откосе, при действии, лишь гра-

витационных сил, ни дать необходимых и достаточных условий равновесия 

этой призмы смещения, то, разумеется, абсолютно бессмысленно рассуждать на 

тему об устойчивости откосов в поле тектонических напряжений. В норматив-

ных документах вопрос о влиянии тектонических напряжений на устойчивость 

откосов даже не упоминается [26, 27]. Хотя потребность в этом назрела уже 

давно. Имеются и работы, посвященные расчету откосов, находящихся под воз-

действием полей тектонических напряжений [31 – 39].    
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Не имеют окончательного решения, в силу упомянутых выше причин, и 

более специфические вопросы геомеханики открытой разработки, такие как ук-

репление откосов, учет влияния кривизны бортов в плане на устойчивость, рас-

чет откосов выпуклого профиля и т. д. Работы в данном направлении также 

имеются [40 – 43], но датируются прошлым веком.  

Все существующие методы оценки устойчивости откосов едины, в том 

смысле, что в качестве предельного условия используют критерий Кулона. Од-

нако, как известно, предельное кулоновское напряжение зависит от нормально-

го напряжения на площадке среза. А вот способы определения тензора напря-

жений в окрестности поверхности скольжения и установления геометрии кри-

тической (наиболее слабой) поверхности скольжения различны.  

Если потребовать выполнения условия предельного кулоновского равнове-

сия в каждой точке призмы смещения, то можно отстроить профиль предельно 

устойчивого откоса и поверхностей скольжения, непрерывно заполняющих 

призму смещения. Данный метод расчета получил название – метод предельно-

го напряженного состояния [5, 10].  

В методе предельного равновесия, а точнее в его “бесчисленных” способах, 

геометрия поверхности скольжения (построение критической поверхности в 

откосе) устанавливается отдельно от расчета [3]. Обычно задаются какой-

нибудь формой поверхности скольжения, например дуга окружности, и оты-

скивают, насколько это возможно, такое ее положение в откосе, чтобы обеспе-

чить максимальную разность сдвигающих и удерживающих сил или моментов 

сил (экстремум критерия) вдоль данной поверхности. После построения потен-

циальной поверхности скольжения осуществляется расчет критерия устойчиво-

сти – сдвигающих и удерживающих призму смещения сил, по значению кото-

рого судят об устойчивости откоса. Однако критерий устойчивости, как прави-

ло, не отвечает необходимым и достаточным условиям равновесия призмы 

смещения, а поэтому и поверхность скольжения не будет являться истинной 

(наиболее слабой), да и сам расчет, в этом случае теряет свою представитель-

ность. Встречается и другая ситуация, когда критерий устойчивости обеспечи-
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вает условия  необходимости и достаточности равновесия призмы смещения, 

например способ круглоцилиндрической поверхности скольжения, однако, в 

силу статической неопределимости задачи, нет возможности достоверно рас-

считать нормальную реакцию вдоль поверхности скольжения. Да и сам способ 

применим только при использовании поверхности скольжения в виде дуги ок-

ружности, что бездоказательно. 

В последнее время, в связи с развитием математического моделирования 

геомеханических процессов, расчет откосов осуществляется посредством мето-

да конечных элементов (МКЭ) [44, 45]. В приоткосной области производится 

расчет напряженно-деформированного состояния, после чего появляется воз-

можность оценить степень устойчивости вдоль произвольно выбранной по-

верхности скольжения. Данный подход является современным, однако он вряд 

ли может претендовать на строгость и получение сколько-нибудь фундамен-

тального решения. Дело в том, что для определения напряженного состояния в 

откосе необходимо подобрать модель, то есть заведомо наложить на массив ка-

кие-то ограничения, например, что данный массив будет вести себя как упругое 

тело во всех своих точках. Кроме того, любая модель имеет свое параметриче-

ское обеспечение, которое определяется для горного массива, мягко говоря, с 

погрешностями. Единственной теоретически строгой моделью является упругая 

модель, однако она не подходит для моделирования процессов пластической 

деформации и разрушения. Поэтому данное направление можно рекомендовать 

для оценочных инженерных расчетов и не более. 

   Как следует из выше сказанного, именно поверхность скольжения, а точ-

нее ее форма, определяет и сам способ суммирования сил, то есть критерий ус-

тойчивости. Позднее станет понятно, что критерий устойчивости и геометрия 

критической поверхности скольжения взаимозависимы. 

 

1.1.2. Поверхности скольжения 

О форме и положении поверхности скольжения в однородных (изотроп-

ных) откосах можно сказать, что она обосновывается либо по результатам на-
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блюдений (визуальных, инструментальных в лабораторных и натурных услови-

ях), либо подбором, либо из теоретических соображений. 

Обоснование геометрии поверхности скольжения посредством наблюде-

ний составляет эмпирическую часть знаний о данном процессе и, конечно же, 

такой подход не может претендовать на строгость. С другой стороны подав-

ляющее большинство методов расчета принимали за основу именно фиксиро-

ванную (принятую) поверхность скольжения. Причем поверхности выгодные с 

точки зрения расчета. Так, например, круглоцилиндрическая поверхность 

скольжения позволяет достаточно просто оценить сумму моментов сил, дейст-

вующих на призму смещения, а логарифмическая спираль (Рендулик, 1935) об-

ладает тем свойством, что всякая нормаль к этой кривой образует постоянный 

угол с соответствующим радиус-вектором. Этим достигается простота расчет-

ных схем и получаемых при этом результатов. 

В качестве поверхностей скольжения в разные времена принимались пря-

мые, ломанные, круглоцилиндрические, логарифмические спирали, сплайны и 

др. 

Впервые круглоцилиндрическая поверхность скольжения в расчете устой-

чивости была введена Петерсоном (1916), идея круглоцилиндрической поверх-

ности скольжения подтверждалась Шведской геотехнической комиссией, кото-

рая обследовала более 300 мест нарушений устойчивости железнодорожных 

насыпей. В большинстве случаев в качестве базовой поверхности используется 

круглоцилиндрическая, а ее положение определяется подбором. Впервые по-

ложение наиболее опасной круглоцилиндрической поверхности обосновал Б. 

М. Ломизе [46], при ее нахождении он применил метод отыскания условных 

экстремумов (метод множителей Лагранжа). Далее Г. Л. Фисенко [15] при по-

мощи основных положений статики сыпучей среды обосновывает угловые ус-

ловия на концах круглого цилиндра, а именно: поверхность скольжения в ниж-

ней точке откоса пересекает его под углом 
4 2

 
 , а в верхней точке она начи-

нается под тем же углом к вертикали. В общем же случае поверхность сколь-
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жения по Г. Л. Фисенко – ломаная. В дальнейшем предлагались поверхности 

скольжения в форме биарков [47], т. е. поверхности, состоящие из дуг двух ок-

ружностей. 

Существование линий скольжения в форме логарифмической спирали под-

тверждается рядом теоретических исследований в области теории пластичности 

и статики сыпучих сред. Впервые применять логарифмическую спираль для 

расчета устойчивости откосов стал Рендулик [3]. Согласно статике сыпучих 

сред поверхность скольжения в каждой точке отклонена от наибольшего из 

главных напряжений на угол 
4 2

 
 , в нижней точке откоса наибольшее главное 

напряжение совпадает с ним, а на глубине равной высоте вертикальной трещи-

не отрыва оно вертикально. Воспользовавшись данными положениями, а также 

введя допущение о равномерном изменении угла наклона наибольшего главно-

го напряжения, С. Н. Никитин [48], Ю. С. Козлов [49, 50], В. П. Будков, А. И. 

Ильин [31], Э. Л. Галустьян [51] получили в качестве поверхности скольжения 

логарифмическую спираль. Различие этих поверхностей состоит в расположе-

нии полюса полярной системы координат. Положение последнего устанавлива-

ется подбором, расчетом или исходя из величины ширины призмы возможного 

обрушения. Существует мнение [49, 52, 53], что фактическая ширина призмы 

возможного обрушения в 1,5 – 2,0 раза превышает расчетную (по Г. Л. Фисен-

ко). 

В. А. Гордеев [54 – 57], обобщая теорию метода предельного равновесия 

(А. Бишопа, Н. Янбу), приходит к выводу, что наиболее опасная линия сколь-

жения описывается кубическим сплайном. 

Одним из распространенных, и в то же время недостаточно обоснованных, 

способов оценки устойчивости в горном деле является способ алгебраического 

суммирования сил. Дело в том, что коэффициент запаса устойчивости в мето-

дах предельного равновесия не может быть выражен в явном виде, а использо-

вать при оценке устойчивости абсолютные величины, например разность сил, 

или невязку многоугольника сил, неудобно. Метод алгебраического суммиро-
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вания “подкупает” своей простотой, а также критерием, который используется 

для оценки устойчивости откосов – коэффициент устойчивости. Этот коэффи-

циент численно равен отношению всех удерживающих откос сил к сдвигаю-

щим. При принятии круглоцилиндрической поверхности скольжения этот ме-

тод совпадет с методом К. Терцаги и В. Феллениуса, которые подразумевают 

выполнение условия моментов. Для произвольной поверхности скольжения ме-

тод алгебраического сложения не реализует ни одного условия равновесия. В 

случае прямолинейной поверхности скольжения выполняются два условия рав-

новесия, а коэффициент запаса устойчивости равен коэффициенту устойчиво-

сти. 

Именно методом алгебраического суммирования в большинстве случаев 

производят сравнение и выбор потенциальных поверхностей скольжения [58]. 

Достаточно просто можно произвести расчет и оценить коэффициент устойчи-

вости, используя таблицы М. Н. Гольдштейна [19]. 

Почти все рассмотренные выше воззрения по форме и положению потен-

циальной поверхности скольжения исходят из того, что якобы заданы угловые 

условия на концах поверхности скольжения, а также других допущениях. Как 

отмечает В. Т. Сапожников [43], угол выхода поверхности скольжения в откос 

равный 
4 2

 
  принят по аналогии с вогнутым предельно напряженным отко-

сом, а в плоском откосе, поверхность которого не является предельно напря-

женной, величина упомянутого угла будет иной.  

Огромный интерес представляют вариационные методы расчета устойчи-

вости откосов и нахождения потенциальной поверхности скольжения. Его ос-

новным отличием является то, что ни относительно кривой (поверхности 

скольжения), ни относительно граничных условий, не делается никаких допу-

щений. Все это может быть определено методами вариационного исчисления. 

Единственное, что при этом необходимо – вывести обоснованный функционал 

для нахождения его экстремума. 
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Впервые применил вариационное исчисление для решения проблемы ус-

тойчивости оснований Н. М. Герсеванов [59]. Он ввел предположение о неко-

тором гипотетическом грунте, характеризующимся тем, что по проведенным в 

нем вертикальным сечениям отсутствует трение и сцепление, т. е. реакции ме-

жду блоками отсутствуют. А также приемами математической логики показал, 

впервые в теории сооружений, что такое предположение о свойствах грунтов 

всегда идет в запас устойчивости. Для такого грунта он определил наиболее 

опасную поверхность скольжения. 

Следующий шаг в применении вариационного метода был сделан более 

чем через 30 лет И. Копачи [60]. Сложность изложения и большое количество 

опечаток привели к тому, что исследования И. Копачи прошли незамеченными. 

Новое исследование в области вариационного метода выполнено Ю. И. Со-

ловьевым [61]. Он снова вернулся к гипотетическому грунту, а для получения 

функционала воспользовался принципом возможных перемещений, решив при 

этом одну из частных задач. 

Большую работу в этом направлении проделал институт ДИИТ [60, 62 – 

71]. Дорфман А. Г. получил общее решение задачи поставленной Ю. И. Со-

ловьевым, а также рассмотрел много задач встречающихся в практике. В даль-

нейшем под руководством М. Н. Гольдштейна был проделан комплекс работ по 

применению вариационного исчисления для расчета подпорных стен, была ре-

шена объемная задача для откоса, рассматривались случаи выпора грунта и др. 

Необходимо сказать, что нахождение опасной кривой в этих методах осуществ-

лялось совместно с расчетом. 

Вариационное исчисление открывает совершенно новые возможности при 

исследовании устойчивости откосов, однако предложение Ю. И. Соловьева и 

основанное на нем решение А. Г. Дорфмана построены для гипотетического 

грунта. Хоть это и приводит всегда к запасу устойчивости, но величина послед-

него неопределенная и зависит от геометрических параметров откоса и физико-

механических характеристик пород. 
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Попов С. И. и др. [72, 73] для обоснования формы и положения потенци-

альной поверхности скольжения применили метод динамического программи-

рования и создали программное обеспечение для его реализации. В качестве 

критериев оптимизации использовались разность сдвигающих и удерживаю-

щих сил и коэффициент устойчивости. Решение осуществлялось с помощью 

принципа условной оптимизации, который по своей сути, при формализации 

задачи, является конечно-разностным методом Эйлера решения задач вариаци-

онного исчисления. 

В работе [13], развив идеи методов А. Бишопа и Г. М. Шахунянца, сделана 

попытка численного обоснования формы потенциальной поверхности скольже-

ния. В качестве критерия устойчивости использовался коэффициент запаса. 

Однако было введено допущение об углах наклона реакций на боковых гранях 

отсеков – следствие статической неопределимости задачи. 

Каждая группа методов расчета в качестве меры устойчивости вводит не-

который критерий устойчивости (коэффициент запаса, дефицит сил и др.), ко-

торый дает представление о степени устойчивости откоса. И совершенно оче-

видно, что экстремум данного критерия и определит наиболее опасную поверх-

ность скольжения. В этом заключается связь между определением геометрии 

потенциальной поверхности скольжения в откосе и методом его расчета или 

критерием устойчивости. Отсюда вытекает бесполезность определения формы 

и положения поверхности скольжения подбором – нет уверенности в том, что 

найденная поверхность скольжения будет самой слабой. Кроме того, если кри-

терий устойчивости не отражает необходимых и достаточных условий равнове-

сия, то и поверхность скольжения, найденная пусть даже строго аналитически 

(вариационными методами), не будет отражать реальность, то есть являться ис-

тинной. В этой связи, первоочередной задачей является обоснование критерия 

устойчивости, обеспечивающего необходимость и достаточность равновесия 

призмы смещения, однако до сих пор этого сделать никому не удавалось вслед-

ствие, как уже указывалось, статической неопределимости задачи. 
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1.1.3. Способы оценки устойчивости откосов рекомендуемые 
нормативными документами, их недостатки 

Существует большое количество способов (несколько десятков) расчета 

устойчивости однородных откосов. Каждый из этих способов наделен теми или 

иными недостатками. С этой точки зрения интересно посмотреть на приоритет 

при выборе того или иного способа расчета устойчивости различными ведомст-

вами. И, действительно, оценкой устойчивости откосов занимаются проекти-

ровщики железных и автомобильных дорог, оснований и фундаментов, гидро-

техники, горняки и др.  

Итак, в СНиПе по земляным сооружениям [74] для определения крутизны 

откосов временных выемок рекомендуют использовать модифицированные но-

мограммы Д. Тейлора (круг трения) [11]. Расчет устойчивости портовых со-

оружений [75] рекомендуется осуществлять способом круглоцилиндрической 

поверхности. При проектировании полотна железных дорог [76], рекомендуется 

в качестве основной схемы использовать способ Г. М. Шахунянца, однако, сво-

дом правил не исключается применение других способов, известных по литера-

турным источникам или разработанных в проектных организациях и проверен-

ных практикой, например способ Л. Л. Перковского [76]. При проектировании 

шламонакопителей и хвостохранилищ при расчете ограждающих дамб реко-

мендуется использовать способы наклонных сил Р. Р. Чугаева, Крея – Янбу (го-

ризонтальных сил), или же способ К. Терцаги [77]. Для расчета устойчивости 

бортов карьеров и откосов отвалов рекомендуются к применению два способа: 

алгебраического сложения сил и модифицированный способ многоугольника 

сил [26, 27, 78]. Сразу же отметим, что в действующем нормативном документе 

[26] не говорится о том, каким образом необходимо строить потенциальные по-

верхности скольжения. Сказано лишь, что в однородных откосах поверхность 

скольжения близка к круглоцилиндрической, а для расчета необходимо иссле-

довать не менее трех потенциальных поверхностей.  

Способ алгебраического сложения сил является наиболее простым, на-

глядным и фактически является прообразом исторически первых способов 
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оценки устойчивости по методу предельного равновесия (способы Терцаги, 

Феллениуса, Хюльтина, Иванова, круглоцилиндрической поверхности, момен-

тов и т. д.). Поэтому его часто используют для предварительных и оценочных 

расчетов.  

Вместе с тем способу присущи существенные недостатки: 

1) для произвольной криволинейной (не круглоцилиндрической) поверх-

ности скольжения критерий устойчивости (коэффициент устойчивости) не от-

ражает необходимых и достаточных условий равновесия призмы смещения 

(данный тезис вытекает уже из самого названия способа, т. е. векторные вели-

чины складываем алгебраически); 

2) пренебрегается влиянием межблоковых реакций на коэффициент устой-

чивости; 

3) способ не позволяет обосновать положение и форму наиболее опасной 

(слабой, напряженной) поверхности скольжения. 

Термин и соответственно способ расчета «многоугольник сил» ввел           

Г. М. Шахунянц. Сотрудники ВНИМИ модифицировали его достаточно ориги-

нальным способом. Способ Г. М. Шахунянца подразумевает разбиение призмы 

смещения на отсеки (блоки) вертикальными гранями, причем на этих гранях 

выполняется условие предельного кулоновского равновесия. 

Основной идеей модификации является то, что условие предельного куло-

новского равновесия выполняется не на вертикальных гранях, а на наклонных, 

проведенных подобно второму семейству поверхностей скольжения (характе-

ристик), в методе предельного напряженного состояния (рис. 1.1). Таким обра-

зом, исходя из рисунка, можно выделить основные недостатки способа много-

угольника сил в постановке ВНИМИ: 

1. Криволинейная поверхность предельно напряженного откоса AIB заме-

няется прямой линией AB. Заметим, что при такой замене поверхности, соот-

ветствующие второму семейству поверхностей скольжения, исчезнут, т. е. 

уравнения предельного напряженного состояния выполняться не будут. 
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2. Поверхности, соответствующие второму семейству в методе предельно-

го напряженного состояния в способе многоугольника сил, заменяются прямы-

ми. То есть, по линиям  HL, GM, FB условие предельного равновесия выпол-

няться не будет. 

3. Для получения прямолинейной формы откоса предельный откос AIBC 

заменяется плоскостью AC. 

4. В отличие от метода предельного напряженного состояния, где геомет-

рия поверхности скольжения обосновывается расчетом, в способе многоуголь-

ника сил не обосновывается вовсе. Данное замечание присуще практически 

всем способам метода предельного равновесия.  

 
Рис. 1.1. Модификация способа многоугольника сил (Г. М. Шахунянца) 

 посредством метода предельного напряженного состояния 
 
Призма смещения разбивается на 3 – 4 блока, в нашем случае BCDEF, 

MKCBFG, LJKMGH и AJLH. На каждый блок (отсек) действует вес горных по-

род, реакции смежных блоков, а по граням  AH и LH, HG и GM, GF и FB, FE 

A

B

F

E

DC

90 

I

J

K

G

H

L

M



 29

выполняется условие предельного равновесия. Грани JL, KM и CB вертикальны, 

а реакции на них отсутствуют. После разбивки производится суммирование 

всех действующих на систему сил в графическом [26] или аналитическом 

(ЭВМ) [79] виде. 

Разумеется, степень обоснованности постулатов способа и точность про-

гнозирования параметров откосов определить не представляется возможным. 

Несмотря на отмеченные объективные недостатки способа многоугольника 

сил (ВНИМИ), он рекомендуется действующими нормативными документами в 

области обеспечения устойчивости откосов на горных предприятиях в качестве 

базового. 

В 2015 году вышел в свет русскоязычный перевод руководства по проек-

тированию бортов карьеров (научный редактор русского издания А. Б. Мака-

ров) [80]. Данный документ является плодом труда большого количества спе-

циалистов из многих стран мира. Руководство включает 14 глав, в которых 

весьма подробно описаны все работы и мероприятия, связанные с проектирова-

нием карьеров от начала разработки и до ликвидации предприятия. Безусловно, 

книга отражает весь передовой зарубежный опыт по проектированию бортов 

карьеров. Однако заслуживает внимания тот факт, что из 544 страниц текста, 

где просто досконально отражены даже вспомогательные работы, выполняемые 

для целей проектирования бортов карьеров, вопросу оценки их устойчивости 

уделено всего около 15 страниц. Половина из этих страниц посвящена описа-

нию способов математического моделирования, а оставшаяся часть кратко по-

вествует о существующих способах оценки устойчивости откосов (способы 

Феллениуса, Бишопа, Янбу, Моргенштерна-Прайса, Лоу и Крафта, Спенсера, 

Сарма, способ инженерного корпуса сухопутных войск США), датируемых 

примерно серединой прошлого века. 

Таким образом, подведя итог обзора по нормативным документам в облас-

ти обеспечения устойчивости откосов, можно констатировать следующее. Ав-

торы упомянутых нормативных документов, как у нас в стране, так и за рубе-

жом, сами являясь крупными специалистами в вопросах устойчивости откосов, 
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просто не знают какой из существующих способов рекомендовать к использо-

ванию в той или иной сфере. В этой связи совершенно очевидно, что вопрос 

оценки устойчивости откосов недоисследован и требует доработки.   

 

1.2. Иерархичность, самоподобие и самоорганизация 
процессов дезинтеграции и разрушения горных пород 

Условно уровни исследования вопросов прочности материалов можно 

подразделить на: 1) микромасштабный уровень (физический); 2) мезоскопиче-

ский уровень (физико-технический); 3) макроуровень (континуальный, техни-

ческий). Укажем на условность такого разделения, так, например, микроде-

фектные теории прочности оперируют техническим понятием – механическое 

напряжение, при этом модель подразумевает рассмотрение ансамблей дефектов 

кристаллических решеток, а в физике твердого тела рассматриваются причины 

их образования (появления) и движения в поле градиента напряжений. Таким 

образом, объектом исследования на микромасштабном уровне является реаль-

ная кристаллическая решетка со своими дефектами структуры, на макромас-

штабном уровне – сплошная или континуальная среда, абстрактно введенная 

для возможности использования аппарата дифференциального исчисления (не-

прерывность функций). Элементарными носителями пластического течения на 

мезоуровне являются трехмерные структурные элементы (зерна, конгломераты 

зерен, субзерна, ячейки дислокационной субструктуры, деформационные доме-

ны и т. д.). Вводится понятие представительного мезообъема, содержащего не-

сколько структурных элементов, который является макрочастицей (точкой кон-

тинуума) со своими средними по мезообъему параметрами (модуль Юнга, пре-

дел текучести и т. д.). Суммарный внутренний момент представительного мезо-

объема равен нулю, внутри же его существуют некомпенсированные внутрен-

ние моменты. Однако в силу большой неопределенности моментных парамет-

ров в расчетах используются упрощенные модели. Таким образом, методология 

физической мезомеханики предполагает рассмотрение деформационных про-

цессов на трех масштабных уровнях. С одной стороны на мезоуровне допусти-
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мо описание поведения как сплошной среды (межзеренная деформация), внут-

ренняя же деформация мезоэлементов (структурных элементов) обеспечивается 

физическими механизмами, развивающимися на микроуровне [81]. 

Все больше работ, связанных с деструкцией земной коры и вообще недр 

Земли стало появляться в связи с исследованиями геодинамических и геологи-

ческих процессов. Этот уровень также условно можно назвать – 4) мегауровнем 

(геодинамическим или геофизическим). 

Геомеханика, оперируя как основами геологии и геодинамики, так и меха-

ники деформируемого твердого тела имеет возможность изучать процессы пла-

стического деформирования и разрушения твердых тел с позиций мега- и мак-

роуровня. Особенно продуктивные результаты получаются с использованием 

геофизических данных. И, действительно, на макроуровне, в отличие от микро-

уровня, нет возможности наблюдать физические процессы, сопровождающие 

деструкцию твердых тел, зато такая возможность появляется на мегауровне. 

Пластическое деформирование и разрушение твердых тел – это сложней-

ший процесс. В зависимости от того, с каких позиций его описывать, какое яв-

ление рассматривать и, на каком уровне, оно включает ряд весьма взаимосвя-

занных, неразделимых и дополняющих друг друга вопросов. В силу того, что 

данные вопросы зачастую принадлежат различным отраслям знаний, связь ме-

жду ними, на первый взгляд, может показаться неявной. Однако, только изучив 

все вопросы в комплексе можно приблизиться к всестороннему пониманию 

проблемы разрушения твердых тел. Дадим литературный обзор вопросов дест-

рукции твердых тел, который, по мнению автора, необходим для всецелого по-

нимания дальнейших рассуждений. А в дальнейшем будем опираться на от-

дельные результаты упомянутых источников, важных с точки зрения развивае-

мой автором теории. 

Итак, о современном уровне и достижениях науки о пластическом дефор-

мировании и разрушении твердых тел с микромасштабных (физических) пози-

ций можно судить, ознакомившись со следующими работами [82 – 90]. 
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Доказательству блоковой иерархичности горного массива, а также универ-

сальности характера его делимости при деструкции и связанными с этим явле-

ниями, например, явлением зональной дезинтеграции, иерархичности землетря-

сений и т.д. посвящен ряд работ, некоторые из которых [91 – 136]. Явление зо-

нальной дезинтеграции горных пород вокруг выработок и его приложения под-

робно обсуждаются в работах [94 – 98, 110 – 112, 118 – 124, 126 – 131]. 

Вопросы пластической деформации и разрушения в виде смещения 

(трансляции) и поворота структурных элементов на мегауровне, а также вопро-

сы миграции тектонических напряжений (волновой механизм медленного пере-

распределения тектонических напряжений), нелинейной волновой механики, 

ротационных волн или волн крутильной поляризации, неупругих волн маятни-

кового типа освещены в следующих публикациях [99, 137 – 165]. Явления ано-

мально низкого трения и реидные (сверхпластичные) свойства горных пород 

(течение в твердом состоянии) обсуждаются, например, в работах [95, 101, 140, 

141, 152]. 

Изучение вопросов деструкции на геодинамическом уровне, включая зем-

летрясения, приводится в статьях [137, 166 – 171]. Реконструкция и изучение 

тектонических полей напряжений рассматривается в работах [169, 172 – 179]. 

Механика и физико-технические особенности пластического деформиро-

вания, дилатансии, разрушения горных пород и других материалов в лабора-

торных условиях, а также создание аналитических теорий прочности (разруше-

ния) и пластического течения обсуждается в следующих статьях и монографиях 

[102, 166, 171, 180 – 209]. Исследование вопросов прочности на мезомасштаб-

ном уровне приводится в работах [81, 136, 210 – 216]. Учет масштабного эф-

фекта и построение нелокальных и градиентных критериев приводится в работе 

[217]. Попытки объяснить природу процесса разрушения твердых тел с позиции 

фрактальной геометрии, рассматриваются в работах [184, 218]. Вариационные 

принципы дезинтеграции освещаются в следующих работах [193, 219 – 224]. 

Математическое моделирование разрушения, в том числе использование мо-
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ментных (несимметричных) теорий механики сплошной среды обсуждается:  

[152, 225 – 233].  

Обобщив данные вышеупомянутых научных исследований из физики 

твердого тела, физической мезомеханики, материаловедения, физики горных 

пород, геомеханики, геодинамики, геофизики, сейсмологии, и др. постулируем. 

1. Горный массив представляет собой синергетическую дискретную систе-

му, которая обладает свойствами иерархичности и самоподобия, то есть являет-

ся фрактальной системой. Блочное строение гелогической среды или горного 

массива можно считать их фундаментальным свойством. Процесс деструкции 

носит не случайный хаотический характер накопления повреждений и слияния 

мелких трещин в более крупные, а достаточно строго упорядочен. Деструкция 

горного массива – это не просто процесс рассеянного накопления повреждений, 

зарождение и рост единичных трещин, это многоуровневый процесс диссипа-

ции в объеме подводимой к телу энергии. Данный процесс термодинамически 

оптимизирован, что и приводит к образованию в деформируемом теле иерархи-

ческих субструктур (объемных блоков) с определенным соотношением разме-

ров формирующихся объемов в ряду иерархии. Накопление энергии в такой ие-

рархически организованной блочной среде, ее активация, релаксационные про-

цессы и перераспределение энергии обладают рядом специфических черт. Фун-

даментальным свойством блочной системы является высвобождение накоплен-

ной энергии дискретными порциями (квантами), величина которых обусловле-

на масштабом блоков в иерархии, вовлеченных в деформационный процесс 

(энергия землетрясения зависит от масштаба блочной системы вовлеченной в 

процесс подвижек) [136], [91 – 101, 110 – 112, 118, 121 – 125, 132 – 134].  

2. Отношение размеров блоков любых соседних иерархических уровней в 

горном массиве, и в других материалах, подвергшихся деструкции является по-

стоянной величиной (примерно). М. А. Садовский (1989) [91, 93], оценивает это 

число (иерархическая постоянная деструкции) в 3,5. Согласно исследованиям 

по физике твердого тела С. Н. Журкова, В. С. Куксенко и других (1977) [109], 

концентрационный критерий укрупнения трещин равен 3e  . Коэффициент 



 34

линейного вложения блоков, по данным М. В. Курлени и В. Н. Опарина (1992-

1994) [97], в рамках геомеханических исследований, оценивается значениями 2 

− 5. Данный параметр практически не зависит от вида материала. Как отмечает 

Макаров П. В., существенное отличие пластичных сред (прежде всего метал-

лов) от геоматериалов и геосред заключается в том, что формирующаяся в этих 

средах иерархия блоков остается консолидированной вплоть до разрушения, то 

есть до разделения материала на части, а стадия предразрушения значительно 

больше [136]. Значение параметра иерархии для разных материалов получено 

эмпирическим путем (наблюдение, сопоставление), до сих пор не установлены 

показатели, определяющие его значение, не дана физическая интерпретация 

данного параметра. 

3. “Красной нитью” в вопросах физической мезомеханики, геотектоники, 

сейсмологии и др. прослеживается тезис о вихревом протекании процессов  

пластического деформирования и разрушения материалов и горных пород. 

Другими словами, процесс деструкции протекает в виде трансляционного сме-

щения структурных элементов и их разворота, то есть по схеме сдвиг + поворот 

[81, 137, 140, 141, 146, 148, 168, 210 – 215, 226]. Кроме того, вообще указывает-

ся на ротационный (вихревой) характер существования земной коры и вселен-

ной [149 – 164]. 

4. Экспериментально установлено и теоретически описывается наличие 

медленных нелинейных волн деформации, доказывающих постоянную квази-

статичную подвижность горного массива на разных иерархических уровнях, 

например [137, 140, 141, 148, 168]. Слово “деформация”, в этом случае, носит 

несколько условный характер, так как волна создается медленными перемеще-

ниями и поворотом элементов разных иерархических уровней. 

Распространение и перераспределение основной энергии деформационно-

го процесса в блочных геосредах связано с медленными движениями. Медлен-

ная передача напряжений в литосфере происходит в форме деформационных 

(тектонических) волн, возбуждаемых в разломах земной коры и литосферы при 

взаимодействии отдельных структурных элементов (блоков и микроплит). В 
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последнее время при математическом моделировании динамики разломов, ме-

ханизмов поворота и скольжения блоков земной коры, генерирующих дефор-

мационные волны, а также интерпретации наблюдаемых при этом сейсмиче-

ских и деформационных эффектов с успехом применяется уравнение sin-

Гордона. Классическое уравнение sin-Гордона имеет несколько качественно от-

личающихся аналитических решений в виде кинков, бризеров, уединенных 

волн (солитонов), быстрых и медленных кноидальных волн и каждому из них 

соответствует свой ход эволюции системы блоков и разломов. Это существенно 

упрощает анализ и способствует получению наиболее достоверных результа-

тов. Имеется немало прямых и косвенных свидетельств, что медленные текто-

нические деформации распространяются в виде уединенных волн. Отсюда и 

возникла потребность применить уравнение sin-Гордона, имеющее в качестве 

решения уединенные волны − кинки и солитоны. Справедливость приложения 

уравнения sin-Гордона к геосредам доказывается тем, что его следствия согла-

суются с результатами экспериментов и натурных наблюдений. Более того, со-

литон sin-Гордона может останавливаться (без изменения своей топологии) и 

вновь приходить в движение. Это и дает возможность моделировать динамику 

разломов. Уравнение sin-Гордона применимо для случая больших деформаций 

и поворотов блоков, связанных с крупными геологическими событиями [137]. 

Уравнение sin-Гордона, впервые полученное при описании дислокаций в 

кристаллах в 1938 году, успешно использовано затем в теории ферромагнетиз-

ма, квантовой оптике, физике элементарных частиц, в биологии. Однако в 

сейсмологии и геомеханике уравнение sin-Гордона применено относительно 

недавно при моделировании сейсмических и деформационных процессов, обу-

словленных вращением блоков в фрагментированной геологической среде. 

Здесь приведены только те решения уравнения sin-Гордона, которые использо-

ваны при построении моделей сейсмической активизации разломов и отражают 

основные черты процесса деформирования разломных зон, и относительную 

роль различных факторов в волновой динамике очага землетрясения [137]. 

Классическое уравнение sin-Гордона имеет вид [137]: 
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2 2

2 2
sin ,

U U
U

 
 

 
                                                (1.1)               

где ,   – пространственная и временная координаты; U  – динамическая пере-

менная (угол поворота или смещения блока (фрагмента) среды). Если искать 

решение в виде бегущей волны (  – скорость волны) 

( ) ( ),U U U      

то уравнение (1.1) переходит в следующее: 

2

2 2

sin

1

d U U

d


 
,                                                     (1.2) 

Уравнение (1.2) имеет следующие общеизвестные решения: 

1. Периодические быстрые кноидальные волны 2(0 1; 1)k     

 1/ 22

1
2arcsin sn ; ,

1
U k k

k

   
        

      

                            (1.3) 

   1/ 2 1/ 22 2
cn ;

1 1

U k
V k

  
                   

.                      (1.4) 

Решение (1.3) – бегущая волна, осциллирующая около значения 0U  . 

Решение (1.4) соответствует периодической волне с нулевым средним значени-

ем. 

2. Периодические медленные кноидальные волны 2(0 1; 1)k     

 1/ 22

1
arcsin сn ; ,

1
U k

k

   
         

      

                             (1.5) 

   1/ 2 1/ 22 2

1
dn ; .

k1 1

U
V k

k

  
                 

                      (1.6) 
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Решение (1.6) представляет собой периодическую последовательность им-

пульсов с пространственным периодом  1/ 222 1 ( )k K k , где ( )K k  – полный 

эллиптический интеграл первого рода. В выражениях (1.3) – (1.6) использованы 

обозначения: sn( , ),cn( , ),dn( , )k k k    – эллиптические функции Якоби; k – мо-

дуль эллиптической функции.  

3. Уединенные волны – солитоны  21; 1k     

 1/ 22
4arctg exp ,

1
U

  
      

    

                                  (1.7) 

   1/ 2 1/ 22 2
sech .

1 1

U
V

 
             

                         (1.8) 

Решения (1.7) и (1.8) имеют собственные названия: первое – кинк, волна с 

неизменным профилем в виде перегиба по переменной U ; второе – солитон, 

уединенная волна, перемещающаяся со скоростью  . Указанные решения схе-

матически приведены на рис. 1.2 [137]. 

На основе уравнения sin-Гордона построено несколько моделей деформа-

ционных волн и миграции сейсмичности: модель волны в фрагментированном 

упругом массиве (Николаевский, 1995), модель динамического возмущения в 

пластически деформируемой геосреде (Гарагаш, 1996), модель тектонических 

волн ротационного типа (Михайлов, Николаевский, 2000), модель уединенной 

волны в разломе земной коры и т.д. [137]. 

Для выяснения методологии получения уравнения sin-Гордона и проблем 

получения строгих решений, описывающих нелинейные медленные волны де-

формации, рассмотрим одну из моделей, приводимую в работе [137]. 

Тектонические волны ротационного типа. В статье (Михайлов, Николаев-

ский, 2000) сформулирована математическая модель распространения медлен-

ных поворотных тектонических волн с излучением поперечных сейсмических 

волн, которая соответствует сейсмологическим и геофизическим наблюдениям. 
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В качестве основы были использованы представления механики Коссера, учи-

тывающей динамику поворотов частиц, слагающих сплошную среду. Матери-

альные константы континиуума Коссера в натурных условиях могут быть из-

мерены фазовым методом по дисперсии низкочастотных поперечных волн. 

 
Рис. 1.2. Профили скоростей V  частиц в быстрой (1) и медленной (2) кноидальных  

и уединенной (3) волнах, смещения U  частиц (4) – кинк [137] 
 

В модели (Михайлов, Николаевский, 2000) геологическая среда состоит из 

отдельных жестких блоков, которые могут совершать микроповороты, незави-

симые от трансляционных смещений. Полагается, что поворот блоков соверша-

ется в плоскости ,X Y , а вектор поворота блоков имеет единственную ненуле-

вую компоненту вдоль оси Z . Смещения в поперечной волне, распространяю-

щейся вдоль оси X , имеют только одну, отличную от нуля, компоненту 

( 0, 0)x z yY u u u   , а массовая скорость определяется как /y yv u t   . 

Учет блочной структуры среды с постоянной плотностью   соответствует 

уравнению баланса момента количества движения: 

 
2

2
,axz

z z xy
M

J
Xt


     


                               (1.9) 

1
,

2
y

z

u

X


 


 

где J – удельный момент инерции осредненного блока (значения J  имеют по-

рядок квадрата радиуса блока);  xzM  – моментальные напряжения; z – вектор 

среднего макроповорота (связан с вращением некоторого объема, содержащего 

несколько блоков, как целого); z  – вектор среднего микроповорота (средний 

поворот одного блока); a
xy  – антисимметричная часть тензора напряжений. 
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Математическая модель замыкается уравнением баланса количества дви-

жения: 

,y xyv

t X

 
 
 

                                              (1.10) 

где xy  – тензор напряжений. 

Симметричная часть тензора напряжений, пропорциональна деформации, а ан-

тисимметричная часть – синусу угла поворота [Николаевский, 1996]: 

 ; sins a
xy xy xy zGe N      .                               (1.11) 

Тензор моментных напряжений xzM , которые появляются именно за счет блоч-

ной структуры среды, пропорционален градиенту угла поворота: 

 .xz z zM
X


   


                                        (1.12) 

Подстановка выражений (1.11) и (1.12) в уравнения (1.9), (1.10) дает 

 
2 2

2
2 2

sin ,y y
G z

u u
C

Xt X

  
   

 
                                (1.13) 

     
2 2

2
2 2

sin ,z z z z zC
t X


 

       
 

                   (1.14) 

где 2 2 1

2

; ; ; .G
G d G G N N

C C
J d J







       
     

 

Здесь GС  – скорость поперечной сейсмической волны; С  – скорость волны 

поворотов блоков; 1 2иd d  – внутренние масштабы; иG   – эффективные же-

сткость и плотность фрагментированного горного массива. 

Введение бегущей координаты x Vt    и обозначений yu u  и z   в 

пренебрежении макроповоротом z  приводит систему уравнений (1.13), (1.14) 

к виду: 

   2 2 sin ,G
u

V C


   


                                     (1.15) 

   
2

2 2
2

sin 0.V C
 

   


                                   (1.16) 
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Уравнение (1.16) является уравнением sin-Гордона и обладает солитонны-

ми решениями в виде кинка (рис. 1.3 а). 

При 
2 2

: 4arctg exp .V C
V C




            
      

 

 

При 
2 2

: 4arctg exp .V C
C V




         
    

 

Выражения для смещения u  и скорости микроповорота t  имеют вид: 

2 2

2 2 2 2
2 sech .

G

C V
u

C V C V





     
   

                    (1.17) 

2 2 2 2

2
sech .t

V

C V C V 

       
   

                        (1.18) 

Расчеты при характерных значениях параметров земной коры и размерах 

блоков 100 мR  . дают скорость поворотной волны порядка нескольких кило-

метров в год, т.е. причиной возникновения данного типа волн деформации (уе-

диненных тектонических волн) действительно могут быть повороты блоков 

(фрагментов) земной коры. 

 
Рис. 1.3. График солитонного решения уравнения sin-Гордона  

а) в виде ступеньки (кинка) для микроповоротов (сплошная линия) при V C ; 

б) и соответствующее ему решение для поперечного смещения [137] 
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Расчеты на основе системы уравнений (1.13), (1.14) показали, что движе-

ний медленной волны поворотов сопровождается перемещением «связанной» 

уединенной волны смещений (1.17) (рис. 1.3 б) с такой же малой скоростью V . 

Из уравнений (1.11) и (1.12) видна искусственность получения модели. 

Однако данный шаг является необходимой мерой для замыкания модели. В мо-

дели динамического возмущения в пластически деформируемой геосреде (Га-

рагаш, 1996) для этих же целей вводится допущение о пребывании фрагменти-

рованной среды в предельном кулоновском равновесии, то есть на макроуровне 

геоматериал находится в состоянии пластического течения и подчиняется Зако-

ну Кулона, но при этом на микроуровне сохраняется упругая связь [137] и т.д. 

Причиной всех подобных допущений является отсутствие понимания природы 

ротации при деформировании твердых тел. 

Макаров П. В. [136] предлагает описывать “медленные движения” – спе-

цифические волны деформаций и повреждений, нелинейными уравнениями пе-

реноса (тепла, диффузии и т.д.) Гинзбурга-Ландау: 

F F
A Q

t x x

        
, 

где A  − транспортный коэффициент; Q  − мощность источника.   

Таким образом, перенос напряжений в блочных (фрагментированных) гео-

средах осуществляется при помощи деформационных волн. Данные волны, в 

общем случае, имеют ротационно-трансляционную природу, то есть создаются 

вращением и сдвигом ее элементов на разных иерархических уровнях. По фи-

зическому механизму распространения деформационные волны Земли подобны 

обычным сейсмическим волнам, но их принципиальное отличие заключается в 

сверхмалых скоростях, сверхнизких частотах и большой длине волны ( 10V n   

км/год, 710f n    Гц, 10n    км, где 1,2,3...n  ). Многочисленные результа-

ты наблюдений миграции сейсмичности сложно объяснить какими-либо други-

ми причинами, кроме волнообразных изменений глобальных и локальных по-

лей напряжений или автоволновыми деформационными процессами в разлом-

ных зонах. Поиски причин возбуждения волн деформации привели к построе-

нию моделей, соответствующих уравнению sin-Гордона, которые позволили 
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наметить механизмы, порождающие волны миграции землетрясений и полу-

чить сверхнизкие скорости волн деформации. Впервые это было выполнено    

В. Н. Николаевским в 1995 г. на основе уравнения sin-Гордона для блочной сре-

ды, сконструированного при использовании элементов механики Коссера (как 

альтернативы моделей вязкоупругости и упругопластичности). Это дало воз-

можность объяснить медленное перераспределение напряжений в земной коре 

за счет волн деформации (отдельных скачков или уединенных волн), движу-

щихся со скоростями на много порядков меньшими, чем скорости обычных 

сейсмических волн [137]. 

5. Достаточно глубокие и обширные теоретические (аналитические) и экс-

периментальные исследования [81, 102, 136, 166, 171, 180 – 216], на сегодняш-

ний день, не позволили получить функций поверхности текучести и пластиче-

ского потенциала для сдвигового характера разрушения сред, обладающих тре-

нием и сцеплением. Заметим, что для пластичных материалов (не обладают 

внутренним трением) данные функции строго обоснованы. 

6. На макромасштабном уровне практически отсутствует математическое 

описание процесса пластического деформирования твердых тел при срезе, его 

числовые характеристики и т.д.  

 

Выводы по главе 1 

То, что горный массив априори представляет собой самоорганизованную 

блочно-иерархическую среду, существующую по своим непростым законам, на 

сегодняшний день, уже неоспоримо. Однако, для понимания процессов, проте-

кающих в нем теперь, как в блочной среде, необходимо знать законы, согласно 

которым он приобрел свой нынешний облик. Ведь изначально он являлся 

сплошным твердым телом – континуумом. В этой связи чрезвычайно важно ус-

тановить закономерности и характер превращения сплошного тела в блочно-

иерархическую среду.  

Кроме того, если массив разбит сеткой трещин, то это еще не означает, что 

при деформировании и разрушении он абсолютно не будет следовать законам 

механики сплошной среды (не обязательно линейным законам). Например, гло-

бальная трещина разрушения будет формироваться исходя из общего распреде-
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ления напряжений в теле, невзирая на местные концентраторы напряжений в 

зонах сочленения трещин отдельности. Другой вопрос, что поверхность разру-

шения уже не будет являться плоской, а механизм разрушения иметь чисто 

сдвиговый (срезной) характер, как подразумевает механика сплошной среды. В 

этом случае, вдоль поверхности разрушения, имеющей теперь определенную 

мощность, будут протекать сложные процессы деструкции, связанные как с 

трансляционным движением структурных блоков, так и  с их разворотом, одна-

ко глобальная геометрия поверхности разрушения все же будет следовать зако-

нам механики сплошной среды. 

Анализ литературных источников по вопросам устойчивости откосов и де-

зинтеграции твердых тел, позволяет высказать некоторые замечания. 

1. Отсутствует строгое решение задачи по оценке устойчивости откоса (за-

дача о разрушении твердого тела), включая определение геометрии разрушаю-

щей поверхности, законов ее формирования, критерий равновесия, то есть по 

методу предельного равновесия. Только на базе фундаментального решения 

вопроса можно получить новое знание о предмете и даже об объекте исследо-

вания. Вопрос же точности его практического применения лежит в плоскости 

вопроса адекватности модельных (в нашем случае континуальных) представле-

ний об объекте исследований. 

Отметим, что первые работы, в которых нагружаемая среда или материал 

рассматривались как иерархически организованные блочные системы, были 

выполнены в геомеханике, применительно к геосредам и геоматериалам [136]. 

Экспериментально открыты и теоретически подтверждены многие эффекты и 

явления, которые небыли известны ранее [140, 141], а ныне получили свое раз-

витие, в том числе, далеко за пределами предмета геомеханики. В этой связи 

принципиально важно стремиться получить именно строгие теоретические 

(фундаментальные) решения. 

2. На техническом или макроуровне уровне, в отличие от мезо- и мегау-

ровня, отсутствуют какие-либо исследования или объяснения протекания пла-

стической деформации по схеме сдвиг + поворот, что мешает созданию в рам-

ках механики деформируемого твердого тела более совершенных моментных 

моделей теории пластичности. 



 44

3. При математическом моделировании процессов пластического дефор-

мирования и разрушения твердых тел (горных пород) на макроуровне, не обос-

нованы функции поверхности текучести и пластического потенциала для сдви-

говых процессов среды с трением. 

4. Известно, что дезинтеграция твердых тел (горных массивов) происходит 

в строгом соответствии с некоторым фундаментальным параметром – линей-

ным коэффициентом вложения двух соседних иерархических уровней, изме-

няющемся в интервале примерно от 2 до 5. Однако, данный эмпирический по-

казатель пока не находит своего физического толкования, вместе с тем, это 

представляется весьма важным для объяснения процессов, происходящих в 

системе, как в блочно-иерархической среде. 

5. Абсолютно очевидно, что процесс дезинтеграции при пластическом де-

формировании связан с накоплением энергии в определенных частях тела и ее 

диссипацией на вновь образовывающейся структуре (трещине, поверхности, 

зоне). Таким образом, должен существовать некий энергетический (вариацион-

ный) принцип дезинтеграции твердого тела.  

Данные замечания соответствуют укрупненным задачам настоящей дис-

сертационной работы.  
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2. ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ (РАЗРУШЕНИЯ) ОТКОСОВ 

2.1. Анализ и характеристика существующих 
методов расчета устойчивости откосов 

В данной и последующих главах диссертации будут широко использованы, 

так называемые, вариационные принципы теоретической механики и механики 

сплошной среды, а также математический аппарат решения вариационных за-

дач – вариационное исчисление. Для всецелого понимания материала автор ре-

комендует к ознакомлению следующую литературу [234 – 256]. 

Проблема оценки устойчивости откосов является весьма актуальной при 

разработке месторождений полезных ископаемых открытым способом в гидро-

техническом, транспортном, промышленном и гражданском строительстве, а 

также в других отраслях деятельности человека. Подавляющее большинство 

исследователей, для обоснования устойчивости откоса, рассматривали его как 

сплошное тело. При этом в качестве условия предельного равновесия выступа-

ет критерий прочности Кулона. В данной главе, приводится общая теория ус-

тойчивости откосов как сплошной среды с трением и сцеплением. 

Исторически первой работой по вопросу равновесия массива, ограничен-

ного наклонной плоскостью (откосом), является работа У. Ренкина (1857). Пер-

вый способ расчета устойчивости откосов, основанный на принципе Кулона, 

был предложен в 1920 году Г. Франсе. К настоящему времени разработано бо-

лее 100 способов, приемов и схем расчета устойчивости свободных откосов [9]. 

Попытки создания строгого способа расчета привели к появлению большо-

го числа способов, приемов расчета и расчетных схем, их многообразие объяс-

няется количеством допущений, используемых исследователями для обоснова-

ния расчетной схемы, и условиями устойчивости. Дело в том, что задача по оп-

ределению параметров устойчивого откоса или несущей способности основа-

ния в любой постановке является статически неопределимой. Поэтому для оп-

ределения неизвестных параметров авторами выдвигаются дополнительные ус-

ловия (допущения). Например, У. Ренкин предполагает, что в каждой точке 

призмы смещения выполняется условие предельного кулоновского равновесия, 

Д. Тейлор принимает симметричный синусоидальный закон распределения 

нормальных реакций вдоль поверхности скольжения, в большинстве способов 

пренебрегается действием межблоковых реакций, а поверхность скольжения 

принимается из условия получения более простых формул. Многообразие спо-
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собов расчета вызвало необходимость классифицировать их по тем или иным 

признакам. 

В работе [7] приводится классификация способов расчета устойчивости 

откосов, которая, на взгляд автора, достаточно полно отражает и упорядочивает 

их многообразие. В табл. 2.1 приведена данная классификация с незначитель-

ными дополнениями. 

Таблица 2.1 

Классификация методов расчета устойчивости откосов 
 

К
ла
сс

 

Общий принцип 
определения па-
раметров устой-
чивого откоса, 

характеризующий 
класс методов 

Общий при-
знак для груп-
пы способов 

Основной способ 
группы 

Расчетные способы и 
схемы, использующие 

основной метод 

1 2 3 4 5 

Таблицы  

И. С. Мухина и  

Л. И. Срагович 

Номограммы  

Н. К. Звонарева 

Способ  

А. И. Говядинова –  

С. В. Фальковича 

А Построение кон-
тура откоса, яв-
ляющегося внеш-
ней границей зо-
ны, во всех точ-
ках которой удов-
летворяется усло-
вие предельного 
напряженного со-
стояния 

Численный 
способ интег-
рирования 
дифференци-
альных урав-
нений напря-
женного со-
стояния 

Способ В. В. Соко-
ловского 
 
 
 
 
 
 

Способ А. М. Сенкова 

Расчетные схемы 

Ю. А. Соболевского 

Способ  

И. Д. Молюкова 

Способ  

Г. Л. Фисенко –  

В. Т. Сапожникова 

(выпуклый откос) 

Способ  

В. Т. Сапожникова – 

В. И. Пушкарева (от-

кос криволинейный в 

плане) 

Способ  

Ю. Н. Малюшицкого 

(многослойный откос)
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Продолжение табл. 2.1
1 2 3 4 5 

Б Построение кон-
тура откоса, вдоль 
которого удовле-
творяется равен-
ство угла наклона 
касательной углу 
сопротивления 
сдвигу 

Графический 
способ интег-
рирования 
дифференци-
альных урав-
нений пре-
дельного на-
пряженного 
состояния 
Разбивка от-
коса на гори-
зонтальные 
слои и опре-
деление ус-
тойчивого уг-
ла наклона 
каждого слоя 
с учетом веса 
вышележа-
щих пород 

Способ  
С. С. Голушкевича 
 
 
 
 
 
 
 
Способ pF              

Н. Н. Маслова  
Способ  
М. Н. Троицкой 

 

В Построение в 
массиве поверх-
ности скольже-
ния, вдоль кото-
рой удовлетворя-
ется условие пре-
дельного равно-
весия 

Плоская по-
верхность 
скольжения 

Способ Г. Франсе 
Способ О. Винклера 
Способ  
Л. Н. Бернацкого  
Способ  
П. Н. Цимбаревича 
Способ  
О. Т. Токмурзина 

 

Способ  
В. Феллениуса  
Способ Д. Тейлора 
(круг трения) 

 
 

 

Графоаналитиче-
ский метод  
М. Н. Гольдштейна  
(“круг трения”)  
Аналитический  
метод  
М. Н. Гольдштейна 

Графики  
В. Н. Лобасова 
Графики                
Е. К. Алаторцева 

В  

К
ру
гл
оц
ил
ин
др
ич
ес
ка
я 
по
ве
рх
но
ст
ь 

Условия 
равнове-
сия все-
го отко-
са 

Способ  
М. М. Сокольского 
Способ  
А. И. Иванова          
Способ О. Фрелиха 
Способ А. Како  
Способ  
И. В. Федорова  
Способ                   
М. Н. Гольдштейна 
(t-фактор) 

Прием П. А. Ляпичева
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 Продолжение табл. 2.1
1 2   3 4 5 

 В  

К
ру
гл
оц
ил
ин
др
ич
ес
ка
я 

Условия 
равнове-
сия от-
дельных 
верти-
кальных 
отсеков 

Способ  
С. Хюльтина            
Способ  
Г. Крея – К. Терцаги 
Способ  
Р. Р. Чугаева –  
О. В. Вяземского    
Способ А. Бишопа  
Способ  
А. Л. Можевитино-
ва  
Способ  
Г. М. Шахунянца 
(многоугольник 
сил) 

Графики А. Бишопа – 
Н. Моргенштерна 

Поверхность 
скольжения в 
виде лога-
рифмической 
спирали 

Способ  
Л. Рендулика     
Способ Н. П. Пузы-
ревского – П. И. 
Кожевникова     
Способ  
Ю. С. Козлова –  
В. А. Будкова 

 

Способ  
Г. Л. Фисенко  
Способ  
С. Н. Никитина 
Способ  
Л. В. Савкова 

 Поверхность 
скольжения 
сложной кри-
волинейной 
формы 

В
ар
иа
ци
он
ны

е 
сп
о-

со
бы

 

И. Копачи 
Ю. И. Соловь-
ева 
А. Г. Дорфма-
на 

 

В  

Поверхность 
скольжения 
ломаной фор-
мы 

Способ  
А. П. Ясюнас (при-
слоненного откоса) 
Способ  
Н. Н. Маслова (го-
ризонтальных сил) 
Способ Р. Р. Чугае-
ва (наклонных сил) 
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Окончание табл. 2.1
1 2 3 4 5 

Г Построение в 
массиве поверх-
ности скольже-
ния, вдоль кото-
рой удовлетворя-
ется условие спе-
циального пре-
дельного равно-
весия 

Определение 
сдвигающих и 
удерживаю-
щих сил с 
учетом проч-
ностных ха-
рактеристик 
по поверхно-
сти ослабле-
ния откоса 

Способ  
Г. Л. Фисенко 
Способ  
Н. Н. Куваева 
Способ  
П. Н. Панюкова 

 

 

К указанным в табл. 2.1 способам для различных поверхностей скольжения 

необходимо добавить способы Янбу, Моргенштерна и Прайса, Спенсера [16]. 

Эти методы достаточно похожи и дают близкие результаты. Их принципиаль-

ная разница заключается в количестве уравнений равновесия, составляемых для 

отдельных отсеков или для всей призмы смещения в целом. 

Способы классов А, Б, В в табл. 2.1 разработаны для однородных откосов, 

а класс Г – для анизотропных. Ни один из этих способов не является строгим, 

даже когда речь идет об идеально однородных и изотропных массивах. С дру-

гой стороны, очевидно, что теория расчета анизотропных откосов должна бази-

роваться на теории изотропных откосов, поэтому способы класса  Г исключим 

из анализа.  

Способы класса Б базируются на допущениях о том, что во всех точках 

угол откоса равен углу сопротивления сдвигу, а также на внешнем сходстве 

между уравнением сопротивления сыпучих пород сдвигу и уравнением, связы-

вающим высоту откоса с его заложением. Способы данного класса не имеют 

должного теоретического обоснования и не могут являться расчетными. 

Способы класса А используют одно, хотя и достаточно принципиальное 

допущение: в каждой точке призмы смещения выполняется условие предельно-

го напряженного состояния (закон Кулона). Данные способы выделяют в от-

дельный метод – дифференциальный или предельного напряженного состоя-

ния. 

Рассмотрим более подробно метод предельного напряженного состояния. 
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Родоначальником метода предельного напряженного состояния является 

Ш. О. Кулон (французский ученый (1736 – 1806)), сформулировавший в 1773 

году основные положения предельного равновесия. У. Ренкин (Шотландский 

профессор (1820 – 1872)) в 1857 году рассмотрел предельное равновесие беско-

нечного массива, ограниченного наклоненной плоскостью, а также ввел поня-

тие о поверхностях скольжения (рис. 2.1). 

 

Рис. 2.1. Обобщенная задача Ренкина 

 

Основой метода, подобно механике сплошных сред (теории упругости, 

пластичности и т. д.), являются дифференциальные уравнения плоского равно-

весия:  

τσ
0;xyx

x y


 

 
y xy

y x

 
  

 
,                           (2.1) 

где   − объемный вес горных пород; , ,x y xy    − компоненты тензора плоского 

напряжения. 
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К уравнениям равновесия (2.1) Ф. Кеттер в 1903 году добавил условие пре-

дельного кулоновского равновесия, выраженное через компоненты плоского 

поля напряжений:  

   
22 221 sin

2 ctg
4 4x y xy x y C


          ,            (2.2) 

где ,C   − сцепление и угол внутреннего трения горных пород. 

Однако не было общего подхода при решении задач плоского предельного 

равновесия весомой сыпучей и связной сред. Лишь в 1939 г. В. В. Соколовский 

[10] разработал такой метод. Введя понятие о средней величине приведенного 

напряжения  1 3 / 2 ctgC       , и, выразив через нее компоненты тензора 

напряжений, подстановкой в уравнения равновесия, В. В. Соколовский получил 

так называемую основную систему уравнений в симметричном виде: 

   σ ρ σ ρ
2σtg γtg cos ρ ε 2σtg γ sin ρ ε 0

x x y y

                   
    ,    (2.3) 

где   − угол между направлением наибольшего главного напряжения 1σ  и 

осью x ; 
4 2

 
    − угол между направлением 1σ  и площадками скольжения. 

Система уравнений (2.3) по классификации уравнений и систем в частных 

производных относится к гиперболической (имеет два действительных  различ-

ных семейства характеристик). Ее решение В. В. Соколовский производит при 

помощи метода характеристик, известного из курса высшей математики. Не 

приводя достаточно сложных математических выкладок данного метода, ука-

жем лишь на его основные положения. В плоскости решения системы уравне-

ний xy  существуют некоторые линии, полностью заполняющие область реше-

ния системы – характеристики. Характеристики не являются произвольными 

линиями и определяются самой же системой уравнений. Их математический 

смысл заключается в том, что вдоль них существует возможность получить не-

которые дифференциальные соотношения, связывающие неизвестные (опреде-

ляемые) функции. Для определения характеристик и упомянутых соотношений 
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к уравнениям (2.3) добавляются зависимости для полных дифференциалов ра-

зыскиваемых функций: 

σ σ ρ ρ
σ ; ρd dx dy d dx dy

x y x y

   
   
   

.                          (2.4) 

Приведя систему уравнений (2.3), (2.4) к стандартному виду (в левых час-

тях уравнений – суммы произведений коэффициентов на частные производные 

неизвестных функций, в правой – все остальное), приравняем определитель 

матрицы системы к нулю: 

       
       

cos ρ ε 2σtg cos ρ ε sin ρ ε 2σtg sin ρ ε

cos ρ ε 2σtg cos ρ ε sin ρ ε 2σtg sin ρ ε
det 0

0 0

0 0

dx dy

dx dy

        
        
 
 
 

. (2.5) 

Получим уравнения характеристик системы (2.3): 

 tg ρ εdy dx  .                                         (2.6) 

Из уравнения (2.5) ясно, что характеристики наклонены к оси x  под углом 

ρ ε , то есть под теми же углами, что и линии скольжения. Отсюда непосред-

ственно следует, что характеристики на плоскости xy  являются поверхностями 

скольжения. Через каждую точку рассматриваемой области на плоскости xy  

проходят две характеристики, пересекающиеся под углом  
π

2ε
2

   , то есть 

вся область (призма смещения) покрыта сеткой характеристик. Семейство ха-

рактеристик, определяемое верхним знаком, называется первым (активным), 

нижним – вторым (пассивным).   

Таким образом, из условия (2.5) (равенство нулю якобиана) ясно, что ха-

рактеристики – это такие линии, вдоль которых разыскиваемые производные 

функций σ  и ρ  функционально зависимы между собой. А конкретные уравне-

ния, определяющие эту функциональную связь, называются соотношениями на 

характеристиках. 

Соотношения на характеристиках определим из условия равенства рангов 

матрицы системы и расширенной матрицы вдоль соответствующей характери-



 53

стики, то есть требования совместности системы уравнений (система должна 

иметь хотя бы одно решение). 

Согласно условию (2.5), определитель матрицы системы уравнений равен 

нулю, поэтому должен быть равен нулю определитель матрицы, составленный 

из произвольных четырех столбцов. Например: 

          
          

cos ρ ε 2σtg cos ρ ε sin ρ ε γ sin ρ ε tg cos ρ ε

cos ρ ε 2σtg cos ρ ε sin ρ ε γ sin ρ ε tg cos ρ ε
det 0

0 σ

0 0 ρ

dx dy d

dx d

         
 

          
 
 
 

.  (2.7) 

Таким образом, из уравнения (2.7) вдоль характеристик (2.6) имеем сле-

дующие дифференциальные соотношения: 

 σ 2σtg ρ γ tgd d dy dx    .                                (2.8) 

Решение системы уравнений (2.6) и (2.8) затруднительно, поэтому для ре-

шения конкретных задач от дифференциалов переходят к конечным разностям, 

в итоге получаем систему уравнений: 

   
     

   
     

1 1 1

1 1 1 1 1

2 2 2

2 2 2 2 2

tg ρ ε ;

σ σ 2σ ρ ρ tg γ γ tg

tg ρ ε ;

σ σ 2σ ρ ρ tg γ γ tg

y y x x

y y x x

y y x x

y y x x

   


        


   
          

                  (2.9) 

Пользуясь этими уравнениями, можно определить приближенные значения 

, ,σ,ρx y  точки C  пересечения двух линий скольжения (двух характеристик раз-

ных семейств), если эти величины известны в точках 1 и 2, лежащих на этих 

линиях. Очевидно, может быть решена и обратная задача. Все вычисления и 

построения осуществляются в безразмерных координатах, то есть при 

1,γ 1C   . 

Параллельно В. В. Соколовскому, С. С. Голушкевич [5] независимо разра-

ботал графический способ интегрирования уравнений предельного напряжен-

ного состояния (статики сыпучих сред). Конечно, никакой графический способ 
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не может быть удобнее аналитического, особенно в настоящее время при стре-

мительном развитии ЭВМ.  

В строгом понимании способы В. В. Соколовского и С. С. Голушкевича 

правильнее назвать способами построения предельного очертания или опреде-

ления предельной пригрузки откосов вогнутого профиля. Однако такой про-

филь откоса при открытой разработке ведет к значительному увеличению объ-

емов вскрыши по сравнению с откосами выпуклого и плоского профилей. В 

этой связи В. Т. Сапожниковым [42] был разработан способ построения “рав-

ноустойчивого” откоса выпуклого профиля, основанный также на теории пре-

дельного напряженного состояния (рис. 2.2). 

 
Рис. 2.2. Выпуклый (а) и плоский (б) откосы с расчетной весовой пригрузкой 

 

Недостатки метода предельного напряженного состояния: 

1) невозможность применения в случаях произвольной формы откоса и 

эпюры внешней нагрузки, что является следствием допущения о выполнении 

условия предельного напряженного состояния в каждой точке призмы смеще-

ния (см. рис. 2.2); 

а

б
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2) сложность или невозможность применения в случаях наличия в массиве 

поверхностей ослабления (контактов слоев, трещин и т. д.); 

3) трудоемкость и непригодность при адаптации к сложным горно-

геологическим условиям (сейсмичность, обводненность, объемная задача и      

т. д.). 

С. С. Голушкевич отмечает: “Случай, когда сыпучая среда находится в 

предельном напряженном состоянии во всех точках, следует рассматривать как 

иногда возможный, частный и притом крайний случай состояния предельного 

равновесия. Поэтому состояние предельного равновесия массива сыпучей сре-

ды лучше определять как состояние, при котором его внутренняя граница явля-

ется поверхностью скольжения”. 

Способы класса В наиболее разнообразны. Их различие состоит в геомет-

рии используемой поверхности скольжения (круглоцилиндрическая, логариф-

мическая спираль и др.), а также в том, каким образом судят об устойчивости 

призмы смещения: по равновесию отдельных отсеков (блоков) или условия 

равновесия составляются для всей призмы смещения.  

На основании детального анализа, проведенного автором, были выделены 

четыре группы основных допущений, выдвигаемых исследователями для обос-

нования расчетной схемы, получения условий устойчивости (равновесия) 

призмы смещения и определения формы и положения наиболее слабой поверх-

ности скольжения в откосах: 

1) допущение о выполнении условия предельного напряженного состояния 

в каждой точке призмы смещения (метод предельного напряженного состояния 

– способы класса А); 

2) допущения о распределении нормальных реакций вдоль поверхности 

скольжения (способы монолитного отсека обрушения, то есть когда рассматри-

вают равновесие призмы смещения целиком); 

3) допущения относительно соотношения касательных и нормальных ре-

акций по боковым граням отсеков (реакция горизонтальна, наклонна или пре-

дельно отклонена); 
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4) допущения относительно формы и положения (геометрии) потенциаль-

ной (наиболее слабой) поверхности скольжения. 

Допущение первой группы было рассмотрено выше. 

В способах, рассматривающих равновесие призмы смещения как единого 

целого, существуют известные трудности при определении эпюры нормальных 

напряжений вдоль поверхности скольжения. Поэтому такие способы расчета 

используют допущения, зачастую малообоснованные. А если учесть, что по-

верхность скольжения не задана, то задача становится весьма неопределенной. 

 

Рис. 2.3. Монолитный отсек обрушения 

 

С другой стороны, если рассматривать призму смещения как единое целое  

(монолитный отсек) (рис. 2.3), а также учтя, что для равновесия тела или систе-

мы тел необходимо и достаточно равенства нулю главного вектора внешних 

сил, то задача сведется лишь к определению их вдоль поверхности скольжения. 

Однако даже при заданной поверхности скольжения для определения реакций 

необходимо прибегнуть к разбиению призмы смещения, то есть к необходимо-

сти учета межблоковых реакций. Последние же также определяют значения ве-

личин внешних сил в каждой точке поверхности скольжения. 

Большинство способов расчета используют допущения третьей группы. 

Дело в том, что задача о равновесии отсека (рис. 2.4) является статически неоп-

ределимой. То есть для выполнения плоского равновесия отсека можно соста-

вить три условия статического равновесия, а неизвестных, которые необходимо 
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определить, – четыре (см. рис. 2.4). Соответственно, для всей призмы смещения 

неизвестных будет столько, на сколько частей мы разобьем призму смещения. 

На практике часто считается, что точка приложения нормальной межблоковой 

реакции не важна, так как опрокидывания отсеков не наблюдается, поэтому ус-

ловие моментов для отсека отбрасывается вместе с неопределенным плечом 

приложения нормальной межблоковой реакции. Если рассматривать элемен-

тарные отсеки, то есть с бесконечно малой шириной, то задачу по преодолению 

статической неопределимости можно свести к определению закона распределе-

ния полного вектора межблоковой реакции или отношения нормальной и каса-

тельной составляющих. 

 
Рис. 2.4. Силы, действующие на отсек (блок) 

 

Таким образом, выше дано объяснение многообразию способов расчета 

устойчивости откосов. То есть исследователи для обоснования недостающего 

условия (уравнения) выдвигают дополнительные гипотезы о распределении 

межблоковых реакций, некоторые из них: 

1) реакция между отсеками горизонтальна (Н. М. Герсеванов, Г. Крей,      

Р. Р. Чугаев – способ горизонтальных сил, Н. Янбу); 

2) касательная реакция максимальна (Г. М. Шахунянц, ВНИМИ); 

P

?a 

?E 

?T 

?N 

tgCl N 
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3) реакция отклонена от горизонта на величину половины угла сдвига      

(Р. Р. Чугаев – способ наклонных сил); 

4) направление реакции параллельно основанию последующего отсека    

(Г. Л. Фисенко – алгебраическое сложение сил); 

5) отношение касательной и нормальной составляющей – линейная функ-

ция аргумента (способ Моргенштерна и Прайса); 

6) касательная реакция численно равна произведению сцепления на пло-

щадь боковой поверхности (Г. М. Шахунянц, 1969); 

7) касательная реакция численно равна силе трения при предельном равно-

весии по боковой грани отсека (В. Т. Гузченко и др.); 

8) касательная и нормальная реакции отсеков равны нулю (Ю. И. Соловь-

ев, К. Терцаги, способ алгебраического сложения сил). 

Заметим, что взаимодействие между отсеками присутствует в любом слу-

чае, иначе напряжения в теле призмы смещения были бы равны нулю, а это 

возможно лишь в ненагруженных и невесомых средах. Однако важно устано-

вить степень их влияния на устойчивость. Так как условие равновесия опреде-

ляется лишь действием внешних сил (сил, действующих на призму смещения в 

целом), то внутренние силы (межблоковые реакции) в критерий устойчивости в 

явном виде входить не будут. То есть внутренние силы должны выражаться в 

виде функции внешних сил. 

Допущения четвертой группы используют все способы класса В, кроме ва-

риационных. Дело в том, что форма и положение поверхности скольжения в 

массиве определяют и сам критерий устойчивости. Например, при плоской по-

верхности скольжения нет необходимости рассматривать межблоковые реак-

ции, задача становится статически определимой, а условием равновесия (крите-

рием устойчивости) выступает сумма проекций внешних сил на плоскость по-

верхности скольжения (брусок на наклонной плоскости). Круглоцилиндриче-

ская поверхность скольжения (Петерсон, 1916) позволяет достаточно просто 
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оценить сумму моментов сил, действующих на призму смещения, а логарифми-

ческая спираль (Рендулик, 1935) обладает тем свойством, что всякая нормаль к 

этой кривой образует постоянный угол с соответствующим радиус-вектором. 

Этим достигается простота расчетных схем и получаемых при этом результа-

тов. То есть используемые в расчетах поверхности скольжения приняты для 

упрощения или вообще для возможности реализации расчетных схем и не име-

ют достаточного обоснования. 

Существующие вариационные способы (см. табл. 2.1) для обоснования 

геометрии потенциальных поверхностей скольжения используют статически не 

обоснованные критерии устойчивости (функционалы), то есть функционалы, 

полученные с использованием допущения о распределении межблоковых реак-

ций, и поэтому определенная из данного критерия поверхность скольжения не 

будет являться истинной. 

Таким образом, делаем вывод о том, что все из существующих методов 

(способов) в силу статической неопределимости задачи в любой ее постановке, 

для получения условия равновесия призмы смещения используют те или иные 

допущения. В этом смысле ни один из рассмотренных способов не является 

строгим. О степени обоснованности каждого из допущений судить весьма 

сложно ввиду отсутствия эталонного способа расчета. 

Часто в литературе можно встретить ошибочное мнение о том, что метод 

предельного напряженного состояния является строгим, а способы метода пре-

дельного равновесия являются инженерными (приближенными) и что необхо-

димо производить их совершенствование и корректировку (например, много-

угольник сил по ВНИМИ), используя метод предельного напряженного состоя-

ния. Однако, как показано выше, оба метода и включающие в себя способы не-

совершенны, кроме того, рассматриваемые два метода нельзя сравнивать и уж 

тем более корректировать один на основе другого.  
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В заключение отметим принципиальные различия между двумя основны-

ми методами расчета (оценки) устойчивости откосов и основные положения 

каждого из них. 

В методе предельного напряженного состояния (класс А) условие предель-

ного равновесия выполняется в каждой точке призмы смещения, в том числе на 

поверхности откоса и вдоль поверхности скольжения. Это в частности означа-

ет, что направление линии действия наибольшего главного напряжения откло-

нено от площадок скольжения каждого из семейств поверхностей скольжения 

на угол 
π

4 2


 . На площадках с такой ориентировкой действует максимальная 

разность сдвигающих и удерживающих сил, то есть они являются наиболее 

опасными в рассматриваемой точке. 

В методе предельного равновесия и во всех его способах (класс В) условие 

предельного равновесия (условие пластичности, прочности) выполняется толь-

ко вдоль поверхности скольжения, причем ориентировка площадок определяет-

ся из условия опасности (экстремальности) поверхности скольжения в целом, а 

не в каждой ее точке. То есть площадки среза (скольжения) не обязательно бу-

дут отклонены от направления первого главного напряжения на угол 
π

4 2


 . 

Рассмотрим пример. В точке выхода поверхности скольжения в откос ли-

ния действия первого главного напряжения совпадает с ним, так как по поверх-

ности откоса отсутствуют касательные напряжения. Поэтому угол выхода по-

верхности скольжения в откос по методу предельного напряженного состояния 

составляет 
π

ε
4 2


  . Используя данный факт и проведя аналогию между рас-

сматриваемыми методами, Г. Л. Фисенко установил граничные условия для 

круглоцилиндрической поверхности скольжения в методе предельного равно-

весия. Неправомерность такого подхода достаточно просто показать на приме-

ре сыпучих (не связных) горных пород. Как известно, наиболее опасная по-
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верхность скольжения в откосе несвязных пород будет совпадать с ним. По-

верхность же, построенная с использованием вышеуказанных граничных усло-

вий, будет всегда иметь некоторый запас устойчивости. Данный факт объясня-

ется тем, что угол выхода поверхности скольжения в откос, равно как и форма 

(геометрия) поверхности скольжения в методе предельного равновесия, долж-

ны определяться не только углом внутреннего трения, но также и углом откоса. 

Это обстоятельство впервые доказано автором в диссертации [257], а во всех 

рассмотренных выше схемах и способах отражения не нашло. Рассмотрим те-

перь точку выхода предельно напряженной поверхности скольжения в откос. 

Если угол выхода поверхности скольжения отличен от 
π

ε
4 2


   и на этой пло-

щадке выполняется условие предельного равновесия, то оно тем более будет 

выполняться на площадке с углом выхода ε . По-видимому, в призме смещения 

откоса произвольной формы (то есть в таком откосе, который по форме и на-

грузке не удовлетворяет уравнениям теории предельного напряженного состоя-

ния) существуют площадки, где удовлетворяется условие предельного равнове-

сия, которые объединяются в небольшие по протяженности поверхности или 

же в пластические области. Такие области можно наблюдать при разрушении 

реальных откосов или моделей из эквивалентных материалов в виде трещин, 

напоминающих второе семейство поверхностей скольжения. Однако эти облас-

ти локальны и не заполняют всего пространства призмы смещения (разрывные 

решения), а зачатки таких поверхностей скольжения не формируют генераль-

ную поверхность, по которой произойдет общее нарушение устойчивости отко-

са. 

Еще одним достаточно показательным примером некорректного отождест-

вления методов является то, что призма смещения в методе предельного равно-

весия должна разбиваться на отсеки линиями, подобными второму семейству 

поверхностей скольжения в методе предельного напряженного состояния 
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(ВНИМИ). Однако заметим, что, во-первых, линии второго семейства в методе 

предельного напряженного состояния – это реально существующие предельно 

напряженные поверхности скольжения. При произвольной форме ненагружен-

ного откоса они отсутствуют, так как не выполняются дифференциальные 

уравнения предельного напряженного состояния. Во-вторых, в откосах разбив-

ку призмы смещения на отсеки можно производить любыми криволинейными 

или прямолинейными условными границами, но отбрасываемая часть должна 

быть заменена заведомо неизвестными реакциями (принцип освобождаемости 

от действия связей), а именно неизвестными вектором сил и моментом сил. В 

этом случае законы механики не нарушаются. То есть, если призма смещения 

находится в предельном равновесии по некоторой поверхности скольжения, то 

расположение границ между отсеками не принципиально (в случае отсеков с 

элементарной длиной дуги поверхности скольжения). Это объясняется свойст-

вом внутренних сил – главный вектор внутренних сил равен нулю. 

Таким образом, несмотря на некоторые сходства методов предельного на-

пряженного состояния, и предельного равновесия, их сравнение необходимо 

производить с осторожностью.  

В принципе метод предельного напряженного состояния необходимо ис-

пользовать для предупреждения обрушений, то есть изучения формы откосов и 

внешней нагрузки, при которых возможно обрушение, а метод предельного 

равновесия – для оползней. 

Проведя анализ методов расчета, автор создал классификацию способов 

расчета устойчивости откосов по принципу используемых допущений при по-

лучении условий равновесия призмы смещения и обоснования геометрии наи-

более слабой поверхности скольжения (табл. 2.2).  



Таблица 2.2 

Классификация методов (способов) расчета устойчивости откосов по типу используемого допущения 

Допущения 
1 2 3 4 

Методы и способы  
расчета 

 
Поверхность 
скольжения 

о выполнение условий 
предельного напряжен-
ного состояния в каждой 
точке призмы смещения 

о форме и по-
ложении по-
тенциальной 
поверхности 
скольжения 

о распределении нор-
мальных реакций 
вдоль поверхности 

скольжения (способы 
монолитного отсека 

обрушения) 

о соотношении каса-
тельных и нормаль-
ных реакций по боко-
вым граням отсеков 
(реакция горизон-

тальна, наклонна или 
предельно отклонена) 

Метод предельного 
равновесия  

Способ Франсе, Винк-
лера, Бернацкого – + – – 

Способ Цимбаревича – + – – 
Способ Орнатского – + – – 
Способ Хеннеса – + – – 
Способ Токмурзина 

Плоская 

– + – – 
Способ круглоцилинд-
рической поверхности 
скольжения (Терцаги, 
Крея, Гультина, Ивано-
ва-Тейлора) 

– + – + 

Способ Феллениуса – + – + 
Способ круга трения 
(прием Гольдштейна) – + + – 

Способ Бишопа – + – + 
Способ Фрелиха – + + – 
Способ Како 
 

Круглоцилиндрическая

– + + – 
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 Продолжение табл. 2.2 
 1 2 3 4 
Способ Чугаева-
Вяземского – + – + 
Способ Ломизе (нахож-
дение потенциально 
опасной поверхности 
скольжения) 

– –/+ – + 

Графоаналитический 
способ Шахунянца – + – + 

Способ Янбу – + – + 
Способ Моргенштерна-
Прайса – + – + 

Способ Спенсера – + – + 
Способ GLE 

 

– + – + 
Способ Рендулика – +   
Способ Пузыревского-
Кожевникова – +   

Способ Козлова – +   
Способ Никитина – +   
Способ Галустьяна 

Логарифмическая 

– +   
Способ Гордеева (на-
хождение потенциально 
опасной поверхности 
скольжения) 

Кубический сплайн – –/+ – + 

Способ Ясюнаса – + – + 

Способ горизонтальных 
сил (Маслова-Берера) – + – + 

Способ касательных 
сил (Шахунянца) – + – + 

Способы Чугаева 

Ломаная 

– + – + 
Графостатический спо-
соб Перковского  – + – + 
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 Окончание табл. 2.2 
 1 2 3 4 
Способ блока и призм 

 
– + – + 

Способ “биарк” Поло-
вова-Смирнова  

– –/+ – + 

Способ Копачи – – – + 
Способ Соловьева – – – + 
Способ Дорфмана – – – + 
Способ Жабко 

Сложной формы (оп-
ределяется методами 
вариационного исчис-

ления) 

– – – – 
Метод предельного 
напряженного  
состояния 

 

Способ Соколовского + – – – 
Способ Голушкевича 

Определяется  
построением + – – – 

Способ Гольдштейна 
(упрощение уравнения 
Кеттера-Массо) 

Круглоцилиндрическая + + – – 

Способ Бурмейстера 
(упрощение способа 
Соколовского) 

+ – – – 

Способ Сенкова (упро-
щение способа Соко-
ловского) 

+ – – – 

Способ Голованова 

(упрощение способа 

Соколовского) 

Определяется форма 
поверхности равноус-
тойчивого откоса 

+ – – – 

Примечание. 

1. Знак “+” означает, что допущение используется данным способом, а знак “–” – не используется. 

2. Отсутствие знака в графе означает, что в способе данный вопрос не рассматривался, например, в способе Козлова обосновывалась 

только поверхность скольжения, без вывода условия равновесия. 
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2.2. Предварительные исследования 

Как было показано выше, задача по определению предельных параметров 

однородных откосов произвольной, в частности плоской, формы является ста-

тически неопределимой. Большинство исследователей в качестве неизвестного 

параметра определяют касательную составляющую межблоковых сил (каса-

тельная реакция, действующая между вертикальными отсеками). Далее вводит-

ся ряд предположений о ее распределении, наиболее распространенными из ко-

торых являются (рис. 2.5). 

 

Рис. 2.5. Наиболее распространенные предположения о распределении 
межблоковых реакций 

 

1. Касательная составляющая реакции равна нулю, то есть принимает ми-

нимальное значение  0T  . 

2. Касательная составляющая реакции максимальна, то есть по боковым 

граням отсеков выполняется условие предельного кулоновского равновесия 

 maxT  . 

Для рассматриваемых предельных задач в работе [257] методами вариаци-

онного исчисления определены наиболее напряженные поверхности скольже-

ния (для плоских однородных откосов). Для проверки их состоятельности про-

изведено сравнение с круглоцилиндрическими поверхностями скольжения по 

степени опасности. На рис. 2.6, 2.7 приведены номограммы устойчивости, при 

помощи которых производится сравнение поверхностей скольжения (на рисун-

ках: пунктир – круглоцилиндрическая, сплошные – предлагаемые [257] поверх-

 y x y   y x y 

E E

0T  maxT 

iN iNi i y x y  y x y

iCdl fNiCdl fN

dx dx

iP iP
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ности скольжения; , H  – предельные угол и высота однородного откоса;   – 

объемный вес горных пород; ,C   – сцепление и угол внутреннего трения гор-

ных пород откоса). 

 
Рис. 2.6. Номограмма устойчивости 0T   

 

Анализируя номограммы устойчивости, сделаем ряд замечаний и выводов. 

1. Круглоцилиндрическая поверхность скольжения может завышать углы 

устойчивых откосов до 5 – 7 градусов, то есть она для обоих используемых до-

пущений оказалась наименее опасной, чем предлагаемые автором. 

2. Отличительной особенностью предлагаемых поверхностей скольжения 

является то, что для сыпучих пород  0C   угол устойчивого откоса равен углу 

естественного откоса (см. рис. 2.6, 2.7), а поверхность скольжения вырождается 

в плоскость, совпадающую с откосом. Данный факт в аналитическом виде до-

казывается в работе [257]. По другим же поверхностям скольжения угол устой-
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чивого откоса всегда будет несколько большим, в том числе и для сыпучих по-

род. Однако в литературе часто встречается неправомерная экстраполяция но-

мограмм устойчивости. Вместе с тем интервалам экстраполирования соответст-

вуют наиболее ответственные сооружения, например борта карьеров.  

 
Рис. 2.7. Номограмма устойчивости maxT   

 
В действующем нормативном документе [26] номограммы устойчивости 

приводятся также не для всего интервала предельных углов откоса. Тем самым 

дается полная свобода действиям проектировщика, единственное, что необхо-

димо соблюсти, – построить не менее трех поверхностей скольжения, близких к 

круглоцилиндрической, и произвести оценку устойчивости (способом алгеб-

раического суммирования), выбрав из них наиболее напряженную (слабую).  

Причинами завышения угла устойчивого откоса вообще и для сыпучих по-

род в частности является необоснованность как формы поверхности скольже-

ния (круглоцилиндрическая, логарифмическая спираль, плоскость, ломаная и   

т. д.), так и граничных условий для их построения. 
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Что касается формы поверхности скольжения, то здесь можно отметить, 

что она выбирается из условий простоты расчетов. Так, например, круглоци-

линдрическая поверхность скольжения (Петерсон, 1916) позволяет достаточно 

просто оценить сумму моментов сил, действующих на призму смещения, а ло-

гарифмическая спираль (Рендулик, 1935) обладает тем свойством, что всякая 

нормаль к этой кривой образует постоянный угол с соответствующим радиус-

вектором. Этим достигается простота расчетных схем и получаемых при этом 

результатов. 

Практически во всех существующих расчетных схемах угол выхода по-

верхности скольжения в откос 
4 2
     (угол между откосом и поверхностью 

скольжения в точке их пересечения) принимается по аналогии с теорией пре-

дельного напряженного состояния. Существующие модели круглоцилиндриче-

ской, логарифмической и других поверхностей скольжения инвариантны отно-

сительно угла откоса, это, в частности, означает, что призма смещения сохраня-

ет свою форму для любых углов откоса (за исключением трещины отрыва). То 

есть при изменении угла откоса на некоторый угол поверхность скольжения 

развернется вместе с ним на тот же угол. Предлагаемые поверхности скольже-

ния изменяют свою форму в зависимости от углов откоса и внутреннего трения, 

именно поэтому для сыпучих пород поверхность скольжения совпадает с отко-

сом, чего нельзя сказать про существующие аналоги. 

Для случая  0T   угол выхода поверхности скольжения в откос рассчи-

тывается по формуле [257]: 

4 2 2
      .                                               (2.10) 

Согласно формуле (2.10), минимальное значение угол выхода принимает 

при 0  , а его величина 
4 2
    . То есть данное значение является асимпто-

тически минимальным. 
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Для случая  maxT   углы выхода представлены на рис. 2.8 (сплошные 

линии), там же приводится график зависимости 
4 2
     (пунктирная линия; 

tgf   ). 

 
 

Рис. 2.8. Углы выхода поверхности скольжения в откос 
 

Из теории расчета откосов известно, что пренебрежение касательной со-

ставляющей реакции (то есть 0T  ) должно приводить к понижению запаса ус-

тойчивости откоса (то есть идет в запас устойчивости). Совместим номограммы 

устойчивости (для случаев:  0T   – сплошная линия и  maxT   – пунктирная 

линия), полученные при использовании наиболее напряженных поверхностей 

(рис. 2.9). 

Из рис. 2.9 заключаем:  

1. Пренебрежение касательной составляющей межблоковой реакции может 

снизить угол устойчивого откоса до 8 градусов. 
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Рис. 2.9. Номограммы устойчивости при 0T   и maxT   
 

2. Для сыпучих пород оба способа (поверхности скольжения) дают теоре-

тически верные результаты. 

3. Для представительных сооружений, например ботов карьеров, сложен-

ных скальными породами с высокими значениями углов внутреннего трения, 

оба способа дают сопоставимые результаты. 

4. Графики номограммы для двух способов (поверхностей скольжения) пе-

ресекаются, что невозможно ввиду пассивности сил трения и сцепления (они 

могут только повышать устойчивость). Данный факт, по-видимому, объясняет-

ся тем, что при увеличении угла откоса поверхность скольжения стремится к 

прямолинейной, силы межблокового взаимодействия практически не проявля-

ются, а деформирование происходит в виде смещения “жесткого клина”. В этой 

связи учет сил взаимодействия между отсеками не всегда оправдан, и можно 

рекомендовать общую номограмму устойчивости плоских однородных откосов, 

являющуюся комбинацией двух способов расчета по соответствующим им наи-

более опасным поверхностям скольжения (рис. 2.10).  
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Рис. 2.10. Общая номограмма устойчивости 
плоских однородных откосов 

 
В действительности оба рассматриваемых способа учета межблоковых ре-

акций, как было показано выше, не являются правильными (строгими). Следо-

вательно, и наиболее слабые поверхности, которые обоснованы с использова-

нием функционалов, не будут являться истинными, так как они заведомо несут 

в себе неизвестную погрешность. Однако даже при этом удалось для обоих спо-

собов впервые получить теоретически правильные результаты для сыпучих по-

род: предельный угол откоса равен углу внутреннего трения, а поверхность 

скольжения совпадает с откосом [257]. Кроме того, так как при обосновании 

геометрии поверхностей скольжения и определении предельных параметров 

откосов использовались крайние предельные значения касательных состав-

ляющих межблоковых реакций   ,0 и maxT T   можно предположить, что ис-

тинное значение предельных параметров находится между ветвями графиков 

(см. рис. 2.9). Это особенно актуально для бортов карьеров, так как для таких 

крупных сооружений величина /C H  близка к нулю, а это свидетельствует о 
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том, что появляется возможность прогнозирования предельного угла борта 

карьера с абсолютной погрешностью не более 1 – 2 градуса. 

 

2.3. Общая теория расчета устойчивости однородных откосов 

В данном и последующих параграфах этой главы излагается теория устой-

чивости откосов. С результатами и выводами этой теории можно ознакомиться 

в работах [258 – 271]. Необходимо также отметить, что в работах [258 – 265], 

как наиболее ранних, излагаются лишь отдельные результаты еще развиваю-

щейся в то время теории автора, в этой связи некоторые отдельные решения 

могут несколько отличаться от окончательных, приведенных ниже. Очевидно, 

что невозможно в принципе создать теорию такого непростого вопроса, с абсо-

лютным исключением ее дальнейшей корректировки. В работах [266 – 270, 

271] опубликованы окончательные положения данной теории. 

Как известно, для равновесия плоской системы сил необходимо выполне-

ние трех условий геометрической статики. С другой стороны, задачи статики 

весьма эффективно решаются при использовании общих принципов механики. 

Так, для равновесия механической системы с одной степенью свободы, соглас-

но принципу возможных перемещений, необходимо и достаточно выполнение 

равенства [250]: 

а 0r
k kA A     ,                                          (2.11) 

где а , r
k kA A    – сумма элементарных работ всех действующих на систему 

активных сил и реакций связей, соответственно, при любом возможном пере-

мещении системы. 

Необходимо указать на ошибку, допускаемую некоторыми исследователя-

ми. В литературе в качестве недостатка способа К. Терцаги упоминается то, что 

он удовлетворяет только одному условию статического равновесия – условию 

моментов. К. Терцаги исходит из предположения о круглоцилиндрической по-

верхности скольжения, таким образом, возможным перемещением системы от-

секов (призмы смещения) будет являться ее смещение по дуге окружности от-
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носительно некоторого центра. Пренебрегая внутренними силами (силами, дей-

ствующими между отсеками, – межблоковыми реакциями) и используя выра-

жение (2.11), получим необходимое и достаточное условие равновесия в виде 

разности внешних сдвигающих и удерживающих сил (моментов сил). Не со-

ставляет труда записать это условие через коэффициент устойчивости. Следо-

вательно, условие равновесия по К. Терцаги является состоятельным, однако в 

способе не учтены межблоковые реакции, а поверхность скольжения принята 

гипотетично. 

 
Рис. 2.11. Элементарный отсек и действующие на него силы 

 

Введем систему координат (направление оси x  – вправо, y  – вверх) и рас-

смотрим механическую систему с одной степенью свободы – призму смещения, 

состоящую из n  материальных точек – центры масс элементарных отсеков (от-

секи условно разделены вертикальными гранями). Выделим из призмы смеще-

ния произвольный отсек и рассмотрим его равновесие под действием прило-

женных активных сил и реакций связей (рис. 2.11). Условие равновесия для 

данного отсека представляется равенством: 

             
 
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sin 0, 2.12
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                

     
где i  – угол наклона поверхности скольжения в точке;    xTxE ,  – соответст-

венно функции нормальной и касательной составляющих реакций по боковым 

 y x y 

 E x

 T x

   E x E x 

   T x T x 
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граням отсека;   – приращение функции; iS  – возможное (виртуальное) пере-

мещение отсека; iP  – вес отсека; iR  – сила сопротивления по площадке сколь-

жения. 

Для откоса с предельными геометрическими параметрами на площадке 

скольжения выполняется условие предельного равновесия: 

i

iii

dx
CfNCdlfNR




cos
,                                     (2.13) 

где  tgf  – коэффициент внутреннего трения (тангенс угла внутреннего тре-

ния); iN  – нормальная реакция площадки скольжения; C  – сцепление массива 

горных пород; dxdl,  – соответственно дифференциалы дуги и аргумента. 

Составим условие равновесия по направлению нормали к площадке сколь-

жения: 

    0sincoscos  iiiii xExTPN .                       (2.14) 

Используя выражения (2.12), (2.13) и (2.14), запишем условие равновесия отсе-

ка в общем виде: 

           0costg1tgtgtg1 2  iiiiiii SdxCfPfxTfxE . (2.15) 

Преобразуем уравнение (2.15), используя соотношения: 

          dxTxTdxEdx
x

E
xEdTxTdExdExEdx 




 ,,,0 . 

         0costg1tgtgtg1 2 
iiiiiii SdxCfPdxfTdxfE .  (2.16) 

Запишем условие равновесия всей системы (призмы смещения), выразив воз-

можное перемещение каждого отсека iS  через возможное (горизонтальное) 

перемещение всей призмы Г :S  

Гcos SS ii  . 

Кроме того,  учтем следующие соотношения: 

  ydxyyP ii
 tg,


, 
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где   – объемный вес горных пород; yy,


 – функции линий откоса и поверхно-

сти скольжения соответственно; y  – производная функции поверхности 

скольжения.  

Таким образом, имеем условие равновесия призмы смещения в виде: 

          011 Г

2  SdxfyTyfEyCfyyy


.           (2.17) 

Преобразуем условие равновесия (2.17) к виду: 

            01 0101

2  TTfEEdxyEfTyCfyyy


,     (2.18) 

где 1100 ,,, ETET  – внешние касательные и нормальные реакции на вертикальных 

гранях призмы смещения соответственно слева и справа. 

Потребуем в выражении (2.18) выполнения условий 

   0,0 dxyEfdxyT , тогда, согласно лемме Дюбуа-Реймона [247], при отсут-

ствии внешних касательных и нормальных составляющих реакций, будем 

иметь consty  . 

Таким образом, для того чтобы межблоковые реакции на возможном пере-

мещении всей призмы не совершали работу, то есть их можно было бы не учи-

тывать при расчете (идеальные межблоковые связи, 0 r

kA ), необходимо 

выполнение двух условий: 1) 01100  ETET ; 2) consty  (поверхность 

скольжения – плоскость). С другой стороны, при выполнении только второго 

условия межблоковые реакции работу совершать также не будут. Они выйдут 

из-под знака интеграла и будут считаться внешними, действующими на призму 

смещения (или ее часть) по вертикальным граням крайних отсеков. 

Зададимся вопросом: как должны распределяться между собой прираще-

ния касательной и нормальной составляющих межблоковых реакций (далее 

просто реакций), чтобы при перемещении отсека они совершали экстремаль-

ную работу? Таким образом, имеем задачу линейного программирования: 

    extrtgtg1  dxfTdxfE ii . 
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Градиент (антиградиент) функции в этом случае имеет координаты 

 ff ii  tg,tg1grad , поэтому экстремальную работу на перемещении ре-

акция будет производить при следующем условии (рис. 2.12):    

 











i

i

i

f

f

E

T

E

T
tg

tg1

tg
.                             (2.19) 

Докажем справедливость равенства (2.19). Доказательство можно дать на 

основе принципа наименьшего принуждения, открытого К. Ф. Гауссом в 1829 г. 

[234, 251, 252]. Принципу К. Ф. Гаусса, в частности, можно дать энергетическое 

толкование, которое И. И. Рахманинов назвал началом наименьшей потерянной 

работы [252]: действительное движение среди кинематически возможных вы-

деляется тем, что для него работа реакций связей на путях отклонения этого 

движения от свободного движения в каждый данный момент есть минимум. 

Если мы мысленно уберем реакцию смежного отсека, то есть заменим несво-

бодное движение свободным, то направление движения отсека не изменится. 

 
Рис. 2.12. Направление действия межблоковой реакции 

 

Поэтому угол наклона вектора отклонения несвободного движения от сво-

бодного совпадает с углом наклона площадки скольжения. Работа реакции в 

этом случае определится зависимостью 
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где R  – реакция смежного отсека;   – угол наклона реакции к горизонту; iS  – 

перемещение отсека по площадке сдвига (вектор отклонения). 

Учитывая, что величины R  и iS  произвольны и постоянны, для выполнения 

условия экстремума работы приравняем ее производную по   нулю. Отсюда 

 i . 

Из принципа К. Ф. Гаусса также следует, что для действительного движе-

ния системы реакции связей минимальны (Остроградский, 1836) [252]. Равно-

весие является одним из истинных состояний системы. Поэтому, формализуя 

задачу, необходимо найти такой угол  , чтобы удержать в равновесии отсек 

минимальной по величине силой R . Решение поставленной задачи приводит к 

тем же результатам. 

Важно отметить, что, согласно уравнению (2.19), направление реакции не 

зависит от формы отсека, а зависит от угла наклона его основания.  

Решаем совместно уравнения (2.16) и (2.19) относительно производных 

функций межблоковых реакций: 

    
    

2

2 2

1

1 1

y y y f C y
T y f

f y

     
   

 


;                (2.20) 

    
    

2

2 2

1
1

1 1

y y y f C y
E fy

f y

     
   

 


.                (2.21) 

Подставляем полученные соотношения (2.20) и (2.21) в уравнение (2.18), и по-

сле преобразований необходимое и достаточное условие равновесия призмы 

смещения представляется в виде: 

    
   

2

1 0 1 02

1
0

1

y y y f C y
dx E E f T T

y

      
      
 
 



.        (2.22) 

Отметим, что касательная составляющая межблоковой реакции не может 

превышать величины кулоновского сопротивления сдвигу.  

Выясним физический смысл функционала (2.22): 
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    iniiii dlCfdlChfh   coscoscoscossin 2 . 

Таким образом, необходимым и достаточным условием равновесия приз-

мы смещения или ее части является нуль-вектор алгебраической суммы проек-

ций внешних сил, действующих по площадкам скольжения (вдоль поверхности 

скольжения) каждого отсека на горизонтальную ось. Как и следовало ожидать, 

внутренние силы не входят в условие равновесия в явном виде, что не противо-

речит представлениям теоретической механики. 

Пусть имеется ненагруженный откос несвязных пород. Кроме того, пред-

положим, что поверхность скольжения пересекает линию откоса в начале и 

конце интервала, то есть на концах интервала выполняется условие 0 yy


. В 

этом случае, согласно лемме Лагранжа [247], из уравнения (2.22) будем иметь 

fy   во всех точках. То есть поверхность скольжения будет совпадать с отко-

сом, что теоретически правильно для несвязных пород. 

Анализируя уравнение (2.16), замечаем, что при условии 0 i     работа 

касательной составляющей межблоковой реакции меняет знак. По теореме Ме-

набреа [255], согласно которой при добавлении каких-либо связей (межблоко-

вой реакции) потенциальная энергия (работа) уменьшается и никогда не может 

увеличиваться, это невозможно. Поэтому на этом участке реакция горизонталь-

на (рис. 2.13).  

 
Рис. 2.13. Распределение реакций на различных участках  

поверхности скольжения  
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В этом случае производная межблоковой реакции определится формулой: 

    
 

21

1

y y y f C y
E

fy

     
  




, 

а условие равновесия призмы (или ее части) примет вид: 

    
   

2

1 0 1 0

1
0

1

y y y f C y
dx E E f T T

fy

      
      

 
 



.  (2.23) 

Функционал (2.23) достаточно подробно исследован автором в работе [257]. 

На участке  0i  касательная составляющая межблоковой реакции также 

отсутствует ввиду увеличения угла наклона поверхности скольжения по мере 

приближения к откосу. Таким образом, на пассивном участке  i  межбло-

ковая реакция всюду горизонтальна (см. рис. 2.13).  

Таким образом, условие равновесия для всей призмы смещения свободно-

го откоса имеет вид: 

         2 2
1 1 1 2 2 2

2
1 2

1 1
0

1 1

y y y f C y y y y f C y
dx dx

fy y 

               
    

    
   

 
 

.(2.24) 

Перейдем к рассмотрению решения задачи по нахождению потенциальной 

поверхности скольжения в однородных откосах частного вида (плоских). Заме-

тим, что поверхность скольжения в этом случае будет проходить как под отко-

сом, так и под горизонтальной площадкой (верхней бермой). 

Условие равновесия призмы смещения (2.24) получено из предположения 

равновесия каждого отсека, то есть выполнения предельного равновесия в каж-

дой точке поверхности скольжения. Условия равновесия (2.15), (2.16) будут 

выполняться при произвольной высоте отсека, однако вес (нагрузка) или проч-

ность (сцепление) должны быть необходимыми и достаточными для выполне-

ния условия предельного равновесия при заданной форме откоса и физико-

механических характеристиках горных пород. Предположим, что найдется та-

кой параметр 0n , одинаковый для всех отсеков, разделив на который вели-

чину сцепления (или умножив объемный вес), условие предельного равновесия 
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будет выполняться в каждой точке поверхности скольжения. Поместив начало 

системы координат в точку пересечения поверхности скольжения с откосом, 

получим следующую задачу вариационного исчисления для нахождения наи-

более опасной поверхности скольжения: 

         

    

2 2
1 1 1 2 2 2

2
1 2

2
3 3 3

2
3

1 1

1 1

1
extr,

1

kx y y f y kx y y f y
dx dx

fy y

H y y f y
dx

y

 



             
    

    
   
     
  
 
 

 



(2.25) 

где k  – тангенс угла наклона откоса; H  – высота откоса; 0
С

n
  


 – постоян-

ная, зависящая от формы откоса, физико-механических свойств горных пород, 

и определяет предельную высоту откоса; n  – постоянная, обеспечивающая вы-

полнение условия предельного равновесия в пределах каждого отсека.  

Ввиду важнейшего свойства вариации функционалов (вариация суммы 

равна сумме вариаций), для решения поставленной задачи необходимо опреде-

лить функции, доставляющие экстремум каждому из функционалов в отдельно-

сти. Рассмотрим первый функционал (2.25). Уравнение Л. Эйлера [235, 246 – 

248] для данного функционала представляет собой нелинейное относительно 

производных дифференциальное уравнение второго порядка. Поэтому для уп-

рощения его решения необходимо произвести замену переменных в функцио-

нале, тем самым понизив порядок уравнения, и возвратиться к прежним пере-

менным. Например, можно положить: 








xx

yykx 1 . 

Граничным условием для определения произвольной постоянной в урав-

нении Л. Эйлера является условие трансверсальности [246], в принятой системе 

координат оно имеет вид: 

 1
π α

0 tg
4 2

y x
       

 
. 
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Вторым условием для принятой системы координат является  1 0 0y  . 

Воспользовавшись условием трансверсальности, уравнение, определяющее 

опасную поверхность скольжения, в принятой системе координат имеет вид: 

   2
1 1

1 2 2 2
1 1

1 2 1

2

kf y k f y kf
kx y

fy f y k f kf

     
  

    
.                     (2.26) 

Аналогично для второго функционала (2.25) имеем дифференциальное 

уравнение: 

 
 

 

22
2

2 1 3 2
2 2 2

1

2 3 2

y
kx y С

y k f y kfy k f


   

      
.              (2.27) 

Произвольную постоянную 1C  определим из условия:  

1 2
1 2tg tgy y

kx y kx y       . 

Таким образом, окончательно будем иметь уравнение: 

 
 

22
2

2 2 3 2
2 2 2

11

1 2 3 2

ykf
kx y

f y k f y kfy k f


  

       
.                (2.28) 

Перейдем к определению условия для поверхности скольжения в точке 

стыка участков откоса и горизонтальной площадки, то есть условия на прямой 

ctgαHx  . Рассматриваются два последних интеграла (2.25), что приводит к 

разрывной вариационной задаче второго рода [246]. Условие в точке стыка 

представляет собой равенство условий трансверсальности по обе стороны от 

прямой ctgαHx  . Таким образом, имеем уравнение: 

2 32 3ctgα 0 ctgα 0y yx H x H
F F    

 ,                                 (2.29) 

где yF   – частная производная подынтегрального выражения по производной 

функции. 

Взяв производные от подынтегральных выражений, приравняв их, а также 

учтя, что ординаты концов экстремалей в точке стыка равны, получим выраже-

ние: 

2 3y y  . 
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Таким образом, производные в точке стыка равны, это свидетельствует о 

том, что поверхность скольжения не преломляется при переходе, например, с 

участка откоса уступа на участок площадки. Можно показать, что это утвер-

ждение справедливо для произвольной формы границы между смежными отсе-

ками.  

Положив в правой части уравнения (2.27) 0k , получим уравнение, опре-

деляющее форму наиболее опасной поверхности скольжения для третьего 

функционала (2.25): 

 
 22

3
3 1 3 2

3 3

1

2 3

y
H y C

y fy f


   

  
.                             (2.30) 

Для определения произвольной постоянной в этом уравнении приравняем 

нулю подынтегральное выражение третьего функционала (2.25), что является 

требованием выполнения условия предельного равновесия для крайнего отсека: 

    2
3 3 3

3 2
3

1
0

1

H y y f C y
F

y

     
 


. 

Определяем из данного уравнения минимально возможную высоту крайнего 

отсека, в итоге получим следующее граничное условие: 

  2
3 0 3 90

2
1 tg , tg

4 2 4 2

C
y x f f H y H

                     
. 

Далее определяем в уравнении (2.30) произвольную постоянную и окончатель-

но уравнение, описывающее наиболее опасную поверхность скольжения под 

бермой, будет иметь вид: 

 22
3

3 3 2
3 3

1

2 3

yC
H y

y fy f


 

   
.                                 (2.31) 

Если призма смещения находится в равновесии, то каждый ее отсек также 

уравновешен. В частности, это означает, что на возможном перемещении всей 

призмы смещения работы внутренних и внешних сил, действующих на отсек, 

равны по модулю. Удельная обобщенная внутренняя сила равна подынтеграль-

ному выражению (2.22) с обратным знаком: 
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   
    2

2

1

1
i e

y y y f C y
F x F x

y

     
   




,                   (2.32) 

где    ,i eF x F x  – обобщенная внутренняя и внешняя сила на возможном (го-

ризонтальном) перемещении всей механической системы (призмы смещения) 

соответственно. 

Заметим, что функция обобщенной внутренней силы (2.32) должна убы-

вать, в противном случае работа межблоковых реакций на возможном переме-

щении системы станет положительной, что невозможно. Другими словами, 

межблоковые реакции станут отрицательно влиять на устойчивость. Действи-

тельно, когда межблоковые реакции постоянны (не зависят от x ), то они не со-

вершают работу на возможном перемещении (это не означает, что отсутствует 

межблоковое взаимодействия и напряжения равны нулю), а производная функ-

ции межблоковых реакций равна нулю. Таким образом, нулевое значение рабо-

ты межблоковых реакций является ее экстремальным значением (максималь-

ным), превысить которое она не может. В общем случае, работа межблоковых 

реакций представляет собой сумму работ нормальных и касательных состав-

ляющих, которые независимы между собой и являются заведомо отрицатель-

ными. Поэтому равенство нулю работы внутренних сил на возможном переме-

щении системы означает: 0E T   . Положим в уравнении (2.18) 0E T   , 

получим следующее условие равновесия: 

        2
1 0 1 01 0y y y f C y dx E E f T T            


.          (2.33) 

Уравнения (2.22), (2.23), (2.33) позволяют оценить устойчивость призмы 

смещения по произвольной поверхности скольжения. 

Определим условия применения второго и третьего функционалов (2.25). 

Для этого продифференцируем уравнение (2.32) по x  и составим неравенство 

(индексы функции опущены): 

 
   

 
  2

2 22

1 2
0

11

e d y y y y y fdF F dy F fy y
y y y

dx y dx y y dx yy

 
                     

 


 ,  (2.34) 
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где y  – вторая производная функции поверхности скольжения по x . 

В случае, когда поверхность скольжения зарождается под действием гра-

витационных сил, например, в однородных откосах, первое слагаемое в нера-

венстве (2.34) не может быть меньше нуля. Произведем предварительный ана-

лиз условия (2.34). Первое слагаемое положительно при вогнутой форме по-

верхности скольжения и угле ее наклона, не превышающем значения 

/ 4 / 2   , или же при выпуклой форме поверхности скольжения и углах ее на-

клона, больших / 4 / 2   . 

Продифференцируем уравнение (2.28) по x  и подставим их совместно в 

выражение (2.34). Приравняем его нулю, откуда получим условие для опреде-

ления предельного значения производной поверхности скольжения под отко-

сом:  

       4 3 2 2 24 1 2 3 2 4 2 0f k s kf s kf f k s f f k s f k kf            , (2.35) 

где s  – предельное значение производной (тангенса угла наклона) наиболее 

опасной поверхности скольжения, описываемой уравнением (2.28). 

Проделаем подобную операцию с уравнениями (2.30) или (2.31). Как пока-

зывают расчеты, выполнение условия (2.34) под бермой с поверхностью сколь-

жения, описываемой уравнениями (2.30), (2.31), невозможно. Это свидетельст-

вует о том, что данными уравнениями поверхность скольжения под верхней 

бермой не описывается.  

В зависимости от углов откоса и внутреннего трения предельное значение 

производной (2.35) может получаться как больше, так и меньше величины 

/ 4 / 2   . При / 4 / 2      предельный угол наклона поверхности скольже-

ния также равен / 4 / 2   . Однако условие трансверсальности для функцио-

нала (2.22) на произвольной вертикальной грани при произвольной форме от-

коса дает угол / 4 / 2   . Это означает, что при любом угле откоса  , 

 tg / 4 / 2s     , то есть данный угол доставляет абсолютный экстремум ва-

риационной задаче и приурочивается к границе участков откоса и бермы, то 

есть к линии ctgαHx  . 
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 Для определения наиболее опасной части поверхности скольжения для 

функционала (2.33) необходимо решить следующую вариационную задачу: 

    2γ 1 maxy y y f C y dx       


.                   (2.36) 

Необходимо отметить принципиальную разницу между функционалами 

(2.36) и (2.25). В функционале (2.36) отсутствует масштабный параметр  , от-

вечающий за выполнение условия предельного равновесия. Дело в том, что 

функционал (2.36) предусматривает отсутствие влияния на устойчивость меж-

блоковых реакций (внутренних сил), то есть равновесие обеспечивают только 

внешние силы, в том числе и боковые. Поэтому априори полагается выполне-

ние условия предельного равновесия в каждой точке поверхности скольжения. 

Для участка откоса y kx  дифференциальное уравнение поверхности 

скольжения (уравнение Л. Эйлера) имеет вид: 

 
 2

2 4 4

4

2 1
γ
C

C y ky
kx y

k f

   
 


,                              (2.37) 

где 2C  – произвольная постоянная. 

Для определения произвольной постоянной в уравнении (2.37) воспользу-

емся вполне очевидным граничным условием: 

  2
4 0 4 90 2

π 2 π
1 tgω tg , tg , 0

4 2 γ 4 2

C
y x f f kx y H C

                   
   

. 

Таким образом, окончательно будем иметь: 

 
 2

4 4
4

2 1

γ

y kyC
kx y

k f

  
  


.                               (2.38) 

Продифференцируем обе части выражения (2.38) по x , после несложных 

преобразований получим: 

 
4 2

k f
y

C

 
  .                                       (2.39) 

Таким образом, согласно уравнению (2.39), вторая производная поверхно-

сти скольжения на рассматриваемом участке постоянна и зависит от угла отко-
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са и физических характеристик горного массива. При этом поверхность сколь-

жения может быть выпуклой, плоской или вогнутой в зависимости от угла на-

клона откоса (верхней бермы). Данный результат весьма интересен и совпадает 

с результатами моделирования эквивалентными материалами (см. например,   

Г. Л. Фисенко) [15]. 

Положим в уравнении (2.38) 0k  , тогда уравнение поверхности скольже-

ния под горизонтальной площадкой (верхней бермой) будет иметь вид: 

 
 2

5
5

1

γtg

С y
H y

 
 


.                                     (2.40) 

Проверка уравнения (2.38) условием (2.34) показывает, что оно выполня-

ется (разумеется, с обратным знаком) для углов откосов, не превышающих ве-

личины / 4 / 2   . 

Таким образом, для плоских однородных откосов наиболее слабая поверх-

ность скольжения состоит из трех участков (рис. 2.14), описываемых уравне-

ниями (2.26), (2.28) и (2.40) соответственно. 

 
Рис. 2.14. Схема к построению поверхности скольжения  

и оценке устойчивости однородного откоса  
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Для построения поверхности скольжения необходимо также вычислить 

следующие угловые параметры (см. рис. 2.14): 

 tg s  , tg t  , 
   

 

22 2

2 3 2

1 11

γtg 1 2 3 2

С t skf

f s k f s kfs k f

 
 

      
. (2.41) 

Функционал (2.36) впервые в качестве условия равновесия призмы смеще-

ния и целевого выражения был предложен Ю. И. Соловьевым [61]. Он бездока-

зательно считал этот функционал основным условием равновесия для произ-

вольной поверхности скольжения и на различных ее участках. Кроме того, при 

нахождении потенциальной поверхности скольжения было сделано неверное 

предположение о том, что любая часть экстремальной поверхности также 

должна обладать экстремальным свойством (причем только по углу наклона). С 

другой стороны, Ю. И. Соловьеву необходимо отдать должное, так как именно 

он впервые использовал принцип возможных перемещений для обоснования 

условия равновесия призмы смещения. Отметим также, что Ю. И. Соловьевым 

рассматривался гипотетический грунт, и поэтому о влиянии внешних сил на ус-

тойчивость призмы смещения ( 0 1 0 1, , ,E E T T ) ничего не говорилось. Однако, как 

показано выше, условие устойчивости (2.33), включая внешние силы, является 

частным случаем общего условия устойчивости (2.18). 

Дифференциальное уравнение (2.40) впервые было получено А. Г. Дорф-

маном [64] оптимизацией функционала Ю. И. Соловьева (2.36), однако при 

обосновании потенциальной поверхности скольжения для вертикального отко-

са и его предельной высоты не учитывалась высота вертикальной трещины от-

рыва, а граничное условие определялось в виде условия трансверсальности на 

поверхности горизонтальной площадки. Это привело к ошибочному завыше-

нию коэффициента устойчивости для откоса и как следствие к завышению пре-

дельной высоты откоса (для идеально связных пород 4 /H C  ) [64]. Эта же 

неточность послужила причиной ошибочной оценки давления грунта на под-

порную стенку [63], вследствие неправильного обоснования пределов интегри-

рования. Кроме того, если составить условие трансверсальности для функцио-
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нала (2.36) на пересечении с откосом, то выяснится, что они не пересекаются. 

Незнание границ применения функционала (2.36) приводило к абсурдным ре-

зультатам и, в конце концов, заставило отказаться вышеупомянутых исследова-

телей от его дальнейшего анализа. 

 

2.4. Предельные параметры плоских однородных откосов 

Представим уравнения, определяющие поверхность скольжения на раз-

личных участках, в символичном виде: 

 pykx  , 

где yp   – параметр. 

Тогда    dppykxd  . Дифференцируя левую часть уравнения и принимая 

во внимание, что pdxdy  , получим систему уравнений: 

 

 

,

.

p
dx dp

k p

p
dy pdp

k p


  

    

                                         (2.42) 

Используя уравнения (2.35), (2.41), (2.42), а также учтя, что 

0

0

/

1 2
0

x H k

x

H k dx dx
 
  
 
 
  , получим систему двух уравнений, определяющую пре-

дельные параметры плоских однородных откосов: 

           

    

   

tg 2
1 2

1 22
tgπ

tg
2 4

22
2

tg
4 2

tg
1 2

tgπ
tg

2 4

1

1 1 1

12
1 0;

.

s

t

s

p f p p f pp
p C dp p C dp

fp fp k p k pp

p p fC
p dp

f f

p p H
dp dp

k p k p k



  
 

   
 



  
 


                        


            


    
  














(2.43) 
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Ширина призмы обрушения определится зависимостью: 

tg
4 2

2 tC
a dp

f    
 


  .                                       (2.44) 

Для построения поверхности скольжения необходимо произвести интегри-

рование уравнений (2.42) при различных значениях верхнего предела. В ре-

зультате будем последовательно получать координаты точек поверхности 

скольжения. 

По результатам численного интегрирования были построены поверхности 

скольжения для некоторых значений углов откоса и внутреннего трения в пре-

дельном равновесии (рис. 2.15, а, б, в, г, д, е). Вертикальными линиями на ри-

сунках отсечены точки поверхностей скольжения с углом наклона, равным углу 

внутреннего трения горных пород, а также границы участков откоса и горизон-

тальной площадки (бермы). При построении поверхностей скольжения был 

принят пятиградусный интервал углов внутреннего трения. Для удобства прак-

тического применения полученных поверхностей скольжения они, в более 

крупном масштабе, приводятся в Прил. 2. 

В результате численного решения уравнений (2.43) определены предель-

ные параметры плоских однородных откосов, а также вычислены отношения 

ширины призмы обрушения к высоте откоса Ha /  в предельном состоянии. 

Данные сведены в табл. 2.3. 

Анализ предельных поверхностей скольжения показывает, что при увели-

чении угла внутреннего трения кривизна поверхности скольжения уменьшается 

и в пределе (при равенстве углов откоса и внутреннего трения) превращается в 

плоскость. При увеличении угла откоса, поверхности скольжения, построенные 

для разных углов внутреннего трения, стягиваются в единую поверхность. 
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Рис.2.15. Поверхности скольжения в однородном плоском откосе: 

для 30    (а); 35    (б); 40    (в); 45    (г); 50    (д); 55    (е) 

55  

30  

50  

30  

45  

25  

35

г

д

е



 93

Таблица 2.3 

Значения отношений HC /  (сверху), Ha /  (по центру) и /С  (снизу) 
для предельно устойчивых плоских однородных свободных откосов 

Угол внутреннего трения φ, град Угол устойчивого 
откоса α, град 15 20 25 30 35 40 

20 
0,0191
0,146 
1,833 

0 
0 

2C/γ 
    

25 
0,0389
0,170 
1,800 

0,0145
0,096 
1,776 

0 
0 

2C/γ 
   

30 
0,0558
0,169 
1,743 

0,0312
0,120 
1,734 

0,0118
0,069 
1,716 

0 
0 

2C/γ 
  

35 
0,0705
0,162 
1,671 

0,0466
0,125 
1,664 

0,0263
0,089 
1,665 

0,0101
0,052 
1,652 

0 
0 

2C/γ 
 

40 
0,0838
0,154 
1,586 

0,0607
0,124 
1,576 

0,0404
0,096 
1,582 

0,0231
0,069 
1,595 

0,0090 
0,040 
1,585 

0 
0 

2C/γ 

45 
0,0964
0,147 
1,486 

0,0740
0,121 
1,473 

0,0540
0,098 
1,477 

0,0363
0,076 
1,495 

0,0210 
0,055 
1,519 

0,0083 
0,032 
1,513 

50 
0,1088
0,142 
1,371 

0,0869
0,119 
1,353 

0,0672
0,098 
1,354 

0,0494
0,079 
1,371 

0,0335 
0,062 
1,402 

0,0196 
0,045 
1,437 

55 
0,1232
0,144 
1,255 

0,0999
0,117 
1,215 

0,0805
0,098 
1,212 

0,0627
0,081 
1,226 

0,0465 
0,065 
1,257 

0,0318 
0,051 
1,301 

60 
0,1409
0,151 
1,146 

0,1174
0,126 
1,093 

0,0960
0,103 
1,065 

0,0764
0,083 
1,061 

0,0600 
0,068 
1,088 

0,0448 
0,055 
1,132 

65 
0,1607
0,156 
1,027 

0,1368
0,132 
0,962 

0,1149
0,111 
0,924 

0,0947
0,092 
0,907 

0,0761 
0,074 
0,911 

0,0589 
0,058 
0,936 

70 
0,1832
0,157 
0,893 

0,1589
0,135 
0,821 

0,1365
0,116 
0,774 

0,1157
0,098 
0,749 

0,0963 
0,081 
0,741 

0,0781 
0,066 
0,751 

75 
0,2097
0,154 
0,740 

0,1849
0,134 
0,663 

0,1618
0,117 
0,613 

0,1402
0,100 
0,582 

0,1200 
0,085 
0,568 

0,1008 
0,071 
0,567 

80 
0,2425
0,143 
0,555 

0,2167
0,127 
0,482 

0,1927
0,111 
0,435 

0,1701
0,097 
0,405 

0,1488 
0,083 
0,388 

0,1285 
0,071 
0,382 

85 
0,2864
0,118 
0,319 

0,2590
0,105 
0,265 

0,2334
0,093 
0,232 

0,2093
0,082 
0,211 

0,1864 
0,071 
0,198 

0,1645 
0,061 
0,192 

90 
0,3837

0 
0 

0,3501
0 
0 

0,3185
0 
0 

0,2887
0 
0 

0,2603 
0 
0 

0,2332 
0 
0 
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По данным табл. 2.3 построена номограмма устойчивости плоских одно-
родных откосов (рис. 2.16). 

 
 

Рис. 2.16. Номограмма устойчивости плоских однородных откосов 
 
Часто в практике открытых горных работ возникает вопрос определения 

ширины призмы обрушения. По данным табл. 2.3 построена номограмма для 

определения ее величины (рис. 2.17). 

 
Рис. 2.17. Номограмма для определения ширины призмы обрушения 
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Таким образом, задачу по оценке устойчивости однородных откосов сле-

дует считать решенной в строгой постановке.  

На рис. 2.18 приведены графики устойчивости, полученные автором, кото-

рые подтверждают выдвинутое в кандидатской диссертации [257] (см. параграф 

2.2) предположение о нахождении точных значений предельных параметров 

откосов между ветвями графиков для 0T   и maxT  . 

 
 

Рис. 2.18. Сравнение графиков устойчивости, полученных автором 
 

 
 

Рис. 2.19. Сравнение полученных графиков устойчивости однородных откосов (сплошная),  
и рекомендуемых Правилами обеспечения устойчивости… [26] (пунктир)  
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Рис. 2.20. Сравнение полученных графиков устойчивости однородных откосов (сплошная),  

и рекомендуемых СНИП 45.13330.2012 [74] (пунктир) 
 

 
Рис. 2.21. Сравнение полученных графиков устойчивости однородных откосов (сплошная),  

и построенных по способу Janbu [55] (пунктир)  
 

На рис. 2.19 приведены графики для определения предельных параметров 

плоских откосов полученные автором и рекомендуемые Правилами [26]. Их 

анализ показывает, что предельный угол устойчивых откосов, согласно реко-

мендациям [26] завышен на 2 8  .  
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Рис. 2.22. Сравнение полученных графиков устойчивости однородных откосов (сплошная),  

и построенных по способу Д. Тейлора [3] (пунктир) 
 

Меньшие значения завышения соответствуют высоким откосам (бортам 

карьера) и составляют 1 3  , что является достаточно существенным. 

Также полученные графики были сравнены с графиками рекомендуемыми 

нормативом в области строительства – СНИП 45.13330.2012 [74] (рис. 2.20). В 

данном случае также отмечаем, что для высоких откосов рекомендации СНИП 

прогнозируют более высокие значения углов откосов на 1 5  , в зависимости от 

угла внутреннего трения. Для невысоких откосов разница становится весьма 

существенной. Завышения углов устойчивых откосов прогнозируют и расчеты 

по схеме Janbu  и Д. Тейлора (рис. 2.21, 2.22), однако для высоких откосов раз-

ница с автором уже менее значительна, а для небольших по высоте откосов 

разница углов откоса также возрастает.  

Прогнозирование завышенных значений углов откосов всеми рассмотрен-

ными авторами, относительно предлагаемых, объясняется необоснованностью 

формы и положения, используемых в расчетах наиболее напряженных поверх-

ностей скольжения. Кроме того, значительные различия углов откоса (см. рис. 

2.19) объясняются использованием расчетных схем с переоцененным вкладом в 

устойчивость касательной межблоковой реакции ( maxT  ).   
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2.5. Расчет анизотропных и неоднородных откосов 

До сих пор мы рассматривали откосы, сложенные однородными массивами 

или массивами, которые можно привести к таковым посредством статистиче-

ского усреднения механических характеристик. Однако реальные массивы за-

частую нельзя рассматривать как однородные и изотропные, и, прежде всего, 

речь идет об их механических свойствах. При построении расчетных схем мы 

предполагали, что характеристики паспорта прочности являются постоянными 

величинами во всей области. Пусть теперь сцепление C  и коэффициент внут-

реннего трения f  зависят от координат площадки скольжения и ее наклона. В 

этом случае функционал (2.22), очевидно, примет вид: 

       2

2

γ , , , , 1

1

y y y f x y y C x y y y
dx

y

       
 
 
 



. 

Составив уравнение Л. Эйлера и решив его, получим функцию поверхно-

сти скольжения при произвольных законах распределения механических харак-

теристик пород откоса. Однако на практике функции распределения значений 

механических характеристик неизвестны, причем чаще всего они изменяются 

дискретно при переходе от одного литологического слоя к другому, то есть 

функции терпят разрыв и являются кусочно-нелинейными. 

На сегодняшний день существует, пожалуй, один концептуальный подход 

к оценке устойчивости анизотропных откосов, основанный на выполнении в 

точке излома поверхности скольжения, как обычного предельного равновесия, 

так и специального. Данный способ был предложен Г. Л. Фисенко в 1964 году 

[25] и сводится к определению углов излома для полого- и крутопадающей по-

верхностей ослабления по формулам:  

 ' 1 sin '
  arcsin 1

4 2 2 sin

     
       

; 

 ' 1 sin '
'  arcsin 1

4 2 2 sin

     
       

,                        (2.45) 
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где 
 1 3

 ctg  ctg '
η

1
 ctg   σ σ

2

С C

С

  


  
; ,C C – соответственно сцепление пород в крест 

слоистости и по ней; ,   – соответственно угол внутреннего трения пород и 

угол трения по контактам; 1 3,   – главные напряжения в точке излома.  

Несмотря на то, что данное решение в те годы носило революционный 

характер, оно имеет ряд очевидных недостатков:  

1) предположение о том, что в точке излома площадка скольжения откло-

нена от направления действия 1  на угол / 4 / 2    для произвольной формы 

откоса и нагрузки на него бездоказательно (данный постулат лежит в основе 

способа);  

2) условие специального предельного равновесия возможно не для всех 

профилей откоса, в частности, оно не выполняется для вогнутых откосов;  

3) для определения угла излома необходимо располагать значениями 

главных напряжений в точке излома (2.45), определить которые не представля-

ется возможным без дополнительных предположений;  

4) пренебрегая влиянием главных напряжений на угол излома, что и 

предлагал Г. Л. Фисенко, значение последнего становится инвариантным (неза-

висимым) относительно угла наклона поверхности ослабления. 

Рассмотрим анизотропный откос. Под анизотропией, в общем случае, бу-

дем понимать систему поверхностей ослабления, с характеристиками паспорта 

прочности C  и  tgf , как правило, меньшими показателей прочности мас-

сива C  и  . Рассмотрим вначале произвольный плоский откос, разрушение ко-

торого произойдет по поверхности скольжения, полностью совпадающей с пло-

ской поверхностью ослабления (рис. 2.23). Очевидно, из постановки задачи 

имеем условие  . Если  , то разрушение откоса произойти не может, 

поэтому будем исходить из неравенства  .  

Поместим начало прямоугольной системы координат в точку выхода по-

верхности ослабления в откос и используем геометрические соотношения для 

высоты трещины отрыва и ширины призмы смещения: 
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 
 2 1 tg ctg1 tg cos

,
tg tg cos sin tg

H hC C
h a

          
          

, 

 Условие равновесия призмы смещения будет иметь вид: 

         
ctg ctg

2 2

0 ctg

γ tg tg 1 tg γ tg tg 1 tg 0
H H a

H

kx x f C dx H x f C dx
 



                        . 

Откуда предельная высота откоса выразится зависимостью:  








tgctg1tgtg

tgtgtg h
hH .                             (2.46) 

 
Рис. 2.23. Схема к расчету предельных параметров анизотропного откоса 

 

Формула (2.46) рекомендуется Правилами обеспечения устойчивости от-

косов [26] и получена из условий геометрической статики. Однако как показано 

выше, она является следствием наиболее общего условия равновесия.  

Рассмотрим теперь наиболее общий случай потери устойчивости анизо-

тропным откосом и методику определения его предельных параметров (рис. 

2.24). В этом случае поверхность скольжения может частично совпадать с по-

верхностями анизотропии и проходить в крест ее, подобно поверхности в одно-

родном откосе. В этом случае условие равновесия, а также угол излома   су-

 

a

h

  

H
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щественно зависят от координат точек излома, угла падения поверхностей ос-

лабления, а также от физико-механических свойств пород вдоль плоскостей 

анизотропии и в крест ее. 

Ограничимся рассмотрением следующей расчетной схемы. Пусть в масси-

ве имеются плоские поверхности ослабления, падающие в сторону выработан-

ного пространства под углом   к оси x . В этом случае поверхность скольжения 

может частично совпадать с поверхностями ослабления. 

 
Рис. 2.24. Поверхность скольжения в анизотропном откосе 

 

Необходимо определить условие в точке пересечения поверхности ослаб-

ления и поверхности скольжения при условии, что угол наклона поверхности 

скольжения в точке излома   (данное условие, вообще говоря, не принци-

пиально, в противном случае изменится только условие в точке излома). В слу-

чае плоских поверхностей скольжения из уравнений (2.17), (2.18) условие рав-

новесия, без учета внешних сил, будет иметь вид: 

    2tg tg 1 tg 0y x g f C dx            


,               (2.47) 

где g – постоянная. 

H

a

90H



0
,C 

0 

,C 



,C 



  
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Поместим начало системы координат в точку пересечения поверхности 

скольжения или поверхности ослабления с откосом и получим следующую за-

дачу вариационного исчисления (объемный вес постоянный): 

    
    

0 2

1 0

2
2

2

1
tg tg 1 tg extr

1

x x

x x

y y y f y C
dx y x g f dx

y

                 
 



.(2.48) 

Условие в точке излома поверхности скольжения имеет вид: 

   
1 21 1 1 2 2 2Ф Фy yF y F F y F         ,                           (2.49) 

где 1F , 2F – подынтегральные выражения слагаемых (2.48); 
11yF  , 22 yF   – частные 

производные подынтегральных выражений по производной функции поверхно-

сти скольжения; Ф  – производная функции, по которой перемещается точка 

разрыва (поверхность ослабления). 

Условие (2.49) запишется в виде: 

   
 

 2
2

2 22

1 tg
tg tg 1 2tg tg tg

tg tg tg tg
1 tg 1 tg

C

h


   

                
   

, (2.50) 

где   – угол наклона поверхности скольжения к оси x  (к горизонту) в точке 

преломления; h  – глубина точки излома (расстояние по вертикали от поверхно-

сти откоса или бермы до точки излома). 

Рассмотрим задачу о преломлении поверхности скольжения вследствие ее 

перехода в литологический слой с иными механическими характеристиками. 

Аналогом поставленной задачи является задача о преломлении луча света на 

границе сред с разными оптическими плотностями в постановке принципа 

Ферма (1660 г.). Примем    (не является принципиальным условием и при-

нимается только для конкретики) – угол наклона поверхности скольжения к оси 

x  до преломления;   – угол наклона контакта литологических слоев к оси x ; 

  – угол наклона поверхности скольжения к оси x  после преломления 

(слой с параметром  / /C n C C       ); ,C  – механические характеристи-

ки литологического слоя, в который переходит поверхность скольжения. Со-
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ставляя выражения, подобные (2.48) и (2.49), с использованием функционала 

(2.22) (берется именно данный функционал, так как углы поверхностей в точке 

излома превышают соответствующие углы внутреннего трения) получим урав-

нение: 

 
 

 
 

2

2 2 22

2

22

tg tg tg tg 1 2tg tg tg
tg tg

1 tg 1 tg 1 tg

1 2tg tg tg
tg tg .

1 tg h

          
     

     

        
    

 

        (2.51) 

Анализируя условие (2.51), замечаем, что в случае  ,CC  прелом-

ления поверхности скольжения не происходит, то есть  . Кроме того, оче-

видно, что поверхность скольжения не может после преломления вернуться в 

первоначальный литологический слой, то есть предельным значением угла   

является угол  . В этом случае скольжение произойдет по поверхности, совпа-

дающей с контактом. Положив в уравнении (2.51)  , получим равенство 

левых частей (2.50) и (2.51).  

Рассмотрим пример расчета неоднородного откоса. Определим предель-

ную высоту откоса H , состоящего из двух горизонтально залегающих слоев 

( 0   ), верхний слой имеет мощность, равную 1/3H , при следующих услови-

ях (нумерация слоев снизу): 

3 2 2
1 1 140 ; 2,5т/м ; 5т/м ; 10т/м ; 28 ; 33C C              . 

Предположим, что в точке излома поверхности скольжения выполняются 

условия 1,     , а абсцисса точки излома 0x  находится под откосом. Тогда 

уравнения поверхности скольжения в нижнем слое имеют вид: 

     

 
 

 

2
1 1

1 1 12 2 2
1 1

22
2

2 2 22 3 2
2 2 2

1 2 1 π α
, tg tg ;

4 22

11
, tg ,

1 2 3 2

kf y k f y kf
kx y p y

fy f y k f kf

ykf
kx y p y

f y k f y kfy k f

                        

       
       

 

где  p – некоторая функция параметра yp  . 
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Произвольная постоянная для первого уравнения получена из условия транс-

версальности на пересечении поверхности скольжения с откосом, а для второго 

– из условия равенства производных в точке 1 2 tgy y    . 

Уравнение поверхности скольжения под откосом после преломления имеет 

вид: 

 
 

 
   

22
3

3 1 1 1 1 33 2
3 1 3 1 3 1

1

2 3 2

y
kx y d d p

y k f y kf y k f


       

      
. 

Для определения углов поверхности скольжения по обе стороны от точки изло-

ма, абсциссы и глубины точки излома h , а также параметра 1 1d   составляем 

условия: 

 
 

 
 

2
1

2 2 22

1
2

1
22

tg tg tg tg 1 2tg tg tg
tg tg

1 tg 1 tg 1 tg

1
1 2tg tg tg

tg tg ;
1 tg

С
С

h

         
     

     

            
 

 
 

 

22

1 1 3 2
1 1 1

1 tg
;

2tg 3 tg 2 tg
h d

k f kf k f

 
  

    
 

 
 

22

2 3 2

1 tg1
;

1 2tg 3 tg 2 tg

kf
h

f k f kf k f

 
 

        
 

0

2 /3
;

h H
x

k


  

   tg tg
1 2

0
tgπ

tg
2 4

,
p p

dp dp x
k p k p

 

  
 

  
 

   

где  p – производная функции по параметру p . 

Уравнение поверхности скольжения под бермой имеет вид: 

 
 2

1 4
4

1

1

γtg

С y
H y

 
 


. 
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Производную поверхности скольжения на границе участков откоса и бермы, со 

стороны откоса s  определяем из условия: 

       4 3 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 14 1 2 3 2 4 2 0f k s kf s kf f k s f f k s f k kf            . 

А производную со стороны бермы t  определим из условия равенства ор-

динат в точке стыка участков поверхностей скольжения, т. е. 

 
 

 
 22 2

1
1 1 3 2

11 1 1

1 1

γ2 3 2

s С t
d

fs k f s kf s k f

 
  

    
. 

И, наконец, система уравнений, требующая выполнения условия предельного 

равновесия и осуществляющая связь   и H : 

             

              

 

1

2tg tg
1 2

1 22
tgπ

tg
2 4

22
1 21 1 1 3 1

1 1 3 12
tg 1 1

tg
4 2

1

1

1 1 1

12
1 0

1

ts

С p pp f p f p
p dp p C dp

fp fp k p p k p

p p fp f d p C
d p C dp p dp

p k p f f

p

 

  
 

   
 

        
               

       
                 











     tg tg
2 1 1 3

tg tgπ
tg

2 4

sp d p H
dp dp dp

k p k p k p k

 

   
 










        

  


 

         

 Данных уравнений достаточно для определения всех неизвестных. Таким 

образом, после решения системы полученных уравнений определяют неизвест-

ные, необходимые для построения предельной поверхности скольжения       

(рис. 2.25). По результатам численного решения системы приведенных        

уравнений определены параметры для построения наиболее слабой                

поверхности скольжения в неоднородном откосе и его предельная высота: 

   1 1 0 tg tg 1,64 2,72 4,99 7,14 39,49 263,021,09 0,87 271,81
T T

s t d h x H      . 

В процессе решения рассмотренных выше уравнений можно определить 

любой из параметров, например сцепление, необходимое для выполнения усло-

вия предельного равновесия, при заданной высоте и угле откоса. 
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Рис. 2.25. Поверхность скольжения в неоднородном откосе 

 

Рассмотрим пример расчета анизотропного откоса. Определить предель-

ную высоту откоса H , имеющего поверхность ослабления, выходящую в его 

основание под углом 20 . Физико-механические характеристики пород и 

поверхности ослабления: 3 2 22,5т/м ; 5т/м ; 10т/м ; 18 ; 30C C          , угол 

откоса .40    

Предположим, что угол наклона криволинейной части поверхности сколь-

жения в точке преломления поверхности скольжения     и точка преломле-

ния находится под откосом, тогда ее форма описывается уравнениями: 

 
 

 

 
 

22
2

2 2 23 2
2 2 2

2
3

3

1
, tg , откос;

2 3 2

1
, берма.

γtg

y
kx y d d p y

y k f y kfy k f

С y
H y


     

      

 
 



 

Тангенс угла наклона поверхности скольжения в точке стыка откоса и 

бермы со стороны откоса s  определим из уравнения: 

6,62

40  

271,8 мH 
0  

2

3

33

10 т/м

2,5 т/м

C

 



 



1

2
1

3
1

28

5 т/м

2,5 т/м

C

 



 


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       4 3 2 2 24 1 2 3 2 4 2 0f k s kf s kf f k s f f k s f k kf            . 

Производную поверхности скольжения со стороны бермы, как и раньше, опре-

деляем из условия равенства ординат: 

 
 

 22 2

3 2

1 1

γ2 3 2

s С t
d

fs k f s kfs k f

 


    
. 

Условие в точке стыка имеет вид: 

 
 

 
 2

2

2 22

1 tg
tg tg 1 2tg tg tg

tg tg tg tg
1 tg 1 tg

C

h


   

                
   

. 

Высота точки излома выражается уравнениями: 

 
 

22

3 2

1 tg
;

2tg 3 tg 2 tg
h d

k f kf k f

 


       
 

0 0tgh kx x   . 

Абсцисса точки излома: 

 2
0

tg

s
H
k

d p
dp x

k p





 , 

где  2 p – производная функции по параметру p . 

Система уравнений для определения d  и H : 

        

    

   

0
2 2

22
tg0

22
2

tg
4 2

2
0

tg
tg

4 2

2

4 2

tg tg tg 1 tg
1

12
1 0,

2
tg tg .

x s

t

ts
C

d pp f
kx x C dx d p C dp

k pp

p p fC
p dp

f f

d p C
x pdp pdp H

k p f



   
 

    
 

   





                     
            


     












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Данных уравнений достаточно для определения всех неизвестных. По ре-

зультатам численного решения системы уравнений получим следующие значе-

ния геометрических параметров откоса и поверхности скольжения: 

   0, tg 7,74 1,62 2,23 7,94 33,47 70,45 1,41 64,71
T T

s t d h x H   . 

 
Рис. 2.26. Поверхность скольжения в анизотропном откосе 

 

На рис. 2.26 показана поверхность скольжения и предельные параметры 

анизотропного откоса для рассмотренного примера. 

В заключение отметим, что уравнениями (2.50), (2.51) не исчерпываются 

все условия в точках излома, которые могут иметь место при решении задач 

для неоднородных и анизотропных откосов.  

Таким образом, необходимо решать задачи для анизотропного и неодно-

родного откосов в строгой теоретической постановке. В данных расчетах по-

верхность скольжения и граничные условия для ее построения обеспечивают 

максимум разности сдвигающих и удерживающих сил (обобщенной силе) на 

возможном перемещении призмы смещения. 

 

34,6  

40  
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 
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
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2,5 т/м
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 



 



20  
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2.6. Расчет подработанных и закарстованных откосов 

Расчет устойчивости подработанных откосов или откосов при наличии в 

породах карста (с известным местоположением) ничем не отличается от расче-

та неоднородного откоса. И действительно, подработка бортов карьера влечет 

за собой снижение прочностных характеристик массива и, прежде всего, вели-

чины сцепления. То же можно сказать и про карст. Поэтому задача в этом слу-

чае сводится к определению условий преломления поверхности скольжения на 

карсте или ослабленном подземными горными работами участке массива гор-

ных пород. 

Рассмотрим пример расчета откоса, подработанного подземными горными 

работами. Пусть требуется определить размер целика горизонтально залегаю-

щего тела полезного ископаемого, необходимого для обеспечения устойчивого 

состояния борта карьера (рис. 2.27). 

 
Рис. 2.27. Схема подработанного откоса 

 

Заменим, с незначительной погрешностью, границу областей плавных 

сдвижений и сдвижений с разрывом сплошности прямой линией, проведенной 

под углом разрыва   (см. рис. 2.27), и поместим начало координат в нижнюю 

точку откоса. Уравнение данной границы будет иметь вид: 

0C 



H



целик

карьер
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 tgy x d    ,                                          (2.52) 

где d  – размер целика. 

Будем предварительно считать, что поверхность скольжения преломится 

на границе областей под откосом, а углы ее наклона по обе стороны от границы 

будут превышать соответствующие углы внутреннего трения. 

Пусть имеем борт карьера высотой 200 мH  , углом 40   , физико-

механические характеристики целиковой части массива горных пород: 

3 22,5 т/м ; 10 т/м ; 35C      . Вследствие подработки части прибортового 

массива его механические характеристики снизились и имеют следующие зна-

чения: 3 2
1 1 12,5 т/м ; 0 т/м ; 30C      . Угол разрыва 70   . 

Поверхность скольжения, как и в рассмотренном выше примере для неод-

нородного откоса, будет состоять из четырех участков. В целиковой части по-

верхность скольжения описывается, как и раньше, уравнениями: 

     

 
 

 

2
1 1

1 1 12 2 2
1 1

22
2

2 2 22 3 2
2 2 2

1 2 1 π α
, tg tg ;

4 22

11
, tg .

1 2 3 2

kf y k f y kf
kx y p y

fy f y k f kf

ykf
kx y p y

f y k f y kfy k f

                        

      
       

 

На границе областей с разными физико-механическими свойствами проис-

ходит излом поверхности скольжения, после излома поверхность скольжения 

под откосом описывается уравнением: 

 
 

 
22

3
3 33 2

3 1 3 1 3 1

1

2 3 2

y
kx y b b p

y k f y kf y k f


   

      
, 

где b  – постоянная. 

Так как породы в подработанной части массива не обладают сцеплением 

(связностью), наиболее опасная поверхность скольжения определяется не экс-

тремумом функционала, а экстремумом функции разности сдвигающих и удер-

живающих сил на площадке среза. Наибольшее главное напряжение совпадает 



 111

с весом пород, а угол наклона критической площадки не зависит от величины 

сцепления, поэтому уравнение поверхности скольжения имеет вид: 

1
4 tg

4 2
y x m

     
 

,                                      (2.53) 

где m  – постоянная. 

Сумма сил на участке бермы подсчитывается при помощи следующего ин-

теграла: 

  4 4 1γ H y y f dx    .                                  (2.54) 

Условие в точке излома имеет вид: 

 
 

 
 

2
1

2 2 22

1
2

1
22

tg tg tg tg 1 2tg tg tg
tg tg

1 tg 1 tg 1 tg

1
1 2tg tg tg

tg tg ,
1 tg

С
С

h

               
     

             
 

 

где ,   – соответственно углы наклона поверхности скольжения до и после 

преломления на границе областей; h  – глубина точки излома. 

Глубина точки излома определяется условиями: 

 
 

22

3 2
1 1 1

1 tg
;

2tg 3 tg 2 tg
h b

k f kf k f

 


    
 

 
 

22

2 3 2

1 tg1

1 2tg 3 tg 2 tg

kf
h

f k f kf k f

 
 

        
. 

Абсцисса точки излома с учетом (2.52) определяется уравнениями: 

 0 0tg ;kx h x d      

   tg tg
1 2

0
tgπ

tg
2 4

p p
dp dp x

k p k p

 

  
 

  
 

  . 

Тангенс угла наклона (производная) поверхности скольжения в точке сты-

ка откоса и бермы, как и раньше, определяется из уравнения: 
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       4 3 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 14 1 2 3 2 4 2 0f k s kf s kf f k s f f k s f k kf            . 

Постоянную m  в уравнении поверхности скольжения под бермой (2.53) 

определим из условия равенства ординат в точке стыка участков поверхностей 

скольжения: 

 
 

22

1
3 2

1 1 1

1
tg

4 22 3 2

s H
b H m

ks k f s kf s k f

                 
. 

Глубину поверхности скольжения в точке стыка участков откоса и бермы 

1h  определим из условия: 

1
1 tg

4 2

H
h H m

k

      
 

. 

И, наконец, система уравнений, требующая выполнения условия предель-

ного равновесия и осуществляющая связь , b  и H : 

   
         

       
1

1

2tg tg
1 2

1 22
tgπ

tg
2 4

/ / tg
4 2

1 21 3
3 1 12

tg /

1

1 1 1

tg 1
4 21

H k h
s

H k

С p pp f p f p
p dp p C dp

fp fp k p k pp

p f b p
b p C dp H x m f

k pp

 

  
 

    
 



                      

        
                    







     tg tg
1 2 3

tg tgπ
tg

2 4

0;

.
s

dx

p p b p H
dp dp dp

k p k p k p k

 

   
 







 

          




 





 

Составленных выше условий достаточно для определения всех неизвест-

ных. По результатам численного решения рассматриваемого примера получим 

параметры, определяющие наиболее опасную поверхность скольжения и раз-

мер охранного целика: 

   0 1tg tg 0,78 0,911,62 3,80 7,53163,57 48,34 27,57 240,41195,93
T T

s bx h h m d     . 
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На рис. 2.28 приведена поверхность скольжения и целик, соответствующие 

предельному равновесию откоса для рассматриваемого примера. В данном слу-

чае размер целика должен составлять не менее 196 мd  .  

 
Рис. 2.28. Пример расчета подработанного откоса 

 

Отметим, что из приведенных уравнений могут быть также определены и 

предельная высота борта, и угол устойчивого откоса. 

 

2.7. Устойчивость отвалов 

На рис. 2.29 показан отвал, расположенный на слабом наклонном основа-

нии. В зависимости от соотношений параметров, влияющих на его устойчи-

вость, возможны три варианта его разрушения: 

1) разрушение произойдет по поверхности скольжения, проходящей толь-

ко в породах отвала; 
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2) поверхность скольжения частично будет совпадать с контактом отвал-

основание; 

3) поверхность скольжения преломляется на контакте отвал-основание, 

проходит по породам основания и выходит на некотором расстоянии от нижней 

бровки откоса. 

В связи с вышесказанным, расчет отвала по первому варианту идентичен 

расчету однородного откоса, по второму – анизотропного, а по третьему – не-

однородного откоса. 

Рис. 2.29. Схема отвала на слабом наклонном основании 

 

В частном случае, когда породы основания прочные (устойчивые), а от-

вальная масса является скальной и отсыпается в один ярус под углом естест-

венного откоса, отвал будет устойчивым при любой его высоте.  

Вместе с тем при расчете устойчивости отвалов имеются некоторые осо-

бенности, которые и будут рассмотрены ниже. 

Не усложняя и без того непростую схему расчета устойчивости откосов, 

будем считать распределенную нагрузку q  постоянной. Теоретически она мо-

жет быть задана произвольной функцией, однако установить на практике ее 

распределение, как правило, не представляется возможным. 

Рассмотрим пример расчета отвала на слабом наклонном основании. Пусть 

отвал скальных пород отсыпан под углом естественного откоса, то есть разру-

шение по первой схеме невозможно. Геометрические характеристики отвала, 





constq 

,C 
1 1,C 

,C 
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нагрузка и физико-механические свойства следующие (см. рис. 2.29): 
3 2

1 1 135 ; 2,5 т/м ; 0 т/м ; 3 т/мC q        . Характеристики контакта: 

215 ; 5 т/м ; 15C       .  

Перейдем к расчету отвала по второй схеме. В принципе расчет такого от-

вала полностью идентичен примерам на анизотропный и подработанный откос, 

рассмотренным выше. Единственное дополнение заключается в пригрузке пло-

щадки отвала (см. рис. 2.29). Однако никаких принципиальных трудностей при-

грузка не вызывает. Ее действие учитывается при суммировании сил под пло-

щадкой следующим образом: 

 
1/ / tg

4 2
21

1 1
1/

tg 1
4 2

H k h

H k

H q
H H h x f dx

k

    
                           
 , 

где h – глубина поверхности скольжения на стыке участков откоса и бермы. 

По результатам численного решения примера определены геометрические 

параметры наиболее слабой поверхности скольжения и предельная высота от-

вала. Результаты представлены в виде вектора определяемых параметров: 

   1 0 tg 0,881,531,38 21,17 7,36 48,971,07 53,76
T T

s d h hx H   , где 1,d h  – соот-

ветственно масштабный коэффициент и глубина поверхности скольжения в 

точке преломления, остальные обозначения см. выше. Поверхность скольжения 

приведена на рис. 2.30. 

 
 

Рис. 2.30. Расчет отвала на наклонном основании 
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В заключение отметим, что если бы породы отвала обладали сцеплением, 

отыскание поверхности скольжения под бермой необходимо было бы произво-

дить при 1n  , т. е. /C   . 

Рассмотрим пример расчета отвала по третьей схеме. Расчет по этой схеме 

является наиболее сложным и включает в себя практически все элементы и 

приемы расчета, рассмотренные выше. Дело в том, что поверхность скольжения 

будет проходить как под откосом отвала, так и под откосом основания, угол на-

клона которого в пределе может быть равен нулю. Выше нам приходилось рас-

сматривать лишь откосы с углом, превышающим угол внутреннего трения по-

род. В этой связи возникают некоторые особенности расчета, которые рассмот-

рим по порядку. 

Будем считать, что угол наклона откоса основания меньше угла внутренне-

го трения слагающих его пород, то есть 10     . В противном случае рас-

сматриваемая задача будет сводиться к задаче по расчету неоднородного отко-

са, которая была рассмотрена выше. Кроме того, угол наклона откоса основа-

ния должен быть менее угла трения пород отвала по породам основания. 

При построении поверхностей скольжения в однородных свободных отко-

сах и определении их предельных параметров был введен некоторый коэффи-

циент  , обеспечивающий выполнение условия предельного равновесия и оп-

ределяющий предельные параметры откосов. Когда рассматривается участок 

выпора пород с углом откоса, меньшим угла внутреннего трения пород основа-

ния, очевидно, условие предельного равновесия должно выполняться автомати-

чески, т. е. 1n   (см. выше), подобно тому, как и на участке под верхней бер-

мой, мы принимали 1n  .  

Итак, начиная с точки, находящейся на некотором удалении от нижней 

бровки отвала, до точки, соответствующей нижней бровке отвала при выполне-

нии условия 1   , поверхность скольжения описывается известным уравне-

нием (так как 1n  , то в уравнении (2.26)   заменяем на /C  ): 

   2
1 1 1 1 1 1

1 1 12 2 2
1 1 1 1

1 2 1 π α
, tg

4 22

k f y k f y k fC
k x y y

fy f y k f k f

                      
. 
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Построение поверхности скольжения на этом участке имеет некоторую 

особенность, связанную с тем, что 1   . Дело в том, что определение коорди-

нат точек поверхности скольжения осуществляется при помощи интегрирова-

ния некоторой функции (2.26), (2.42), имеющей разрыв в точке: 

  2
1 1f k f

p f
f

 
  , 

где p – параметр интегрирования (по сути, производная функции поверхности 

скольжения). 

В случае, когда 1   , разрыва функции нет, то есть как в рассмотренных 

выше задачах, например на однородный откос.  

Разрыв функции будет иметь место при выполнении условия: 10     . 

При этом точка разрыва (угол наклона поверхности скольжения), в зависимости 

от угла внутреннего трения и угла откоса, находится в интервале: 

 / 4 / 2       . Точка разрыва   соответствует максимальному значению 

угла поверхности скольжения на этом интервале и определяется глубиной рас-

положения поверхности скольжения на стыке участков откосов отвала и откоса 

основания и не может превышать значения arctg p .  

Следующий участок поверхности скольжения (второй) находится под от-

косом отвала, а сама поверхность скольжения пока проходит по породам осно-

вания отвала. Так как в точке под нижней бровкой отвала   , то поверхность 

скольжения на рассматриваемом участке описывается уравнением: 

     2 2
2 2

2 2 2 2
2 2

1 2 1

2

kf Af y k f Af y kf A
kx y

fy f y k f kf

                
    

. (2.55) 

Если в уравнении (2.55) положить 0A   или, что то же самое, воспользо-

ваться условием трансверсальности на пересечении с откосом, то получим 

уравнение (2.26). 
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Условие на стыке участков откоса отвала и откоса основания получим при 

рассмотрении разрывной вариационной задачи второго рода при условии ра-

венства ординат по обе стороны от стыка:  

   
 

   
 

2 2
2 21 1 1

1 2 2

2 2
1 2

1 2tg tg 1 2tg tg

1+ tg 1+ tg

C
h f f f h f f f

f f

             
 

, 

где 1h  – глубина точки излома; 1 2,   – углы наклона поверхности скольжения 

в точке преломления. 

Заметим, что излом поверхности скольжения на стыке участков откоса от-

вала и откоса основания будет иметь место, если угол откоса отвала больше уг-

ла внутреннего трения пород отвала, а угол откоса основания меньше угла 

внутреннего трения пород основания. В противном случае излома поверхности 

не будет. 

Далее, на участке     поверхность скольжения описывается уже извест-

ным уравнением: 

   
 

22
3

3 3 2
3 3 3

1

2 3 2

y
kx y B

y k f y kfy k f


   

      
, 

где B – постоянная интегрирования. 

Этим уравнением описывается поверхность скольжения на третьем участ-

ке, который продолжается до контакта основание – отвал. Далее, как и было 

показано выше, поверхность скольжения преломляется, после чего начинается 

четвертый участок. В случае если угол наклона поверхности скольжения после 

преломления превышает угол внутреннего трения пород отвала (если это не 

так, то появится еще один участок, описываемый уравнением (2.55) с углом 

внутреннего трения, характеризующим породы отвала), поверхность скольже-

ния опишется уже известным уравнением: 

 
 

22
4

4 3 2
4 1 4 1 4 1

1

2 3 2

y
kx y d

y k f y kf y k f


 

      
. 

где d – постоянная. 
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Условие в точке преломления поверхности скольжения на контакте осно-

вание – отвал, при условии равенства объемных весов пород основания и отва-

ла, имеет вид: 

 
 

 
 

2
3 3 34 1

32 2 223 4 3

1
2

1 4 4
4 22 2

4

tg tg 1 2tg tg tgtg tg
tg tg

1 tg 1 tg 1 tg

1
1 2tg tg tg

tg tg ,
1 tg

С
С

h

         
     

     

             
 

 

где 3 4,   – соответственно угол наклона поверхности скольжения до прелом-

ления в основании отвала и после преломления в породах отвала;   – угол на-

клона контакта основание – отвал в точке преломления; 2h  – глубина точки из-

лома; 1,C C  – соответственно сцепление пород отвала и основания; 1,   – соот-

ветственно углы внутреннего трения пород отвала и основания. 

Заметим, что если сцепления пород отвала и основания оба равны нулю, то 

правая часть условия преломления поверхности скольжения также равна нулю. 

Все остальные уравнения и параметры определяются подобно тому, как в 

задачах на неоднородный и подработанный откос, а также из примера отвала на 

наклонном основании. 

Рассмотрим частный случай – горизонтальное основание под действием 

равномерно распределенной нагрузки q  (рис. 2.31).   

 
Рис. 2.31. Расчет устойчивости основания 

constq 

h

4 2

 


4 2

 

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Для откосов, угол наклона которых превышает угол внутреннего трения, 

поверхность скольжения состоит из трех участков (см. выше), на каждом из ко-

торых свое условие равновесия или устойчивости, описываемые уравнениями 

(2.22), (2.23), (2.33). Для оснований (угол откоса равен нулю) участок поверх-

ности скольжения, описываемый условием равновесия (2.22), будет отсутство-

вать, так как не выполняется критерий (2.34). Таким образом, поверхность 

скольжения состоит из двух участков, причем для обоих участков необходимо 

принять 1n  . Нагруженный участок подобен вертикальному откосу – участок 

горизонтальной бермы, а ненагруженный участок – участку выпора. Глубина 

точки излома поверхности скольжения h  является параметром, изменяя кото-

рый, отыскивают поверхность скольжения с максимальной разницей сдвигаю-

щих и удерживающих призму смещения сил. Аналогично для наклонного осно-

вания глубину точки излома на стыке участков откоса отвала и откоса основа-

ния 1h  можно принять в качестве изменяемого параметра. 

Рассмотрим пример расчета нагруженного отвала ( 1 т/мq  ) с геометриче-

скими параметрами ( 35 ; 35мH   ) и физико-механическими свойствами 

( 3 2
1 1 135 ; 2,5 т/м ; 0 т/мC     ), отсыпанного на слабое наклонное основание, 

обладающее физико-механическими характеристиками:  
3 215 ; 2,5 т/м ; 5 т/мC     . 

По результатам численного решения определены следующие геометриче-

ские параметры: 

 
 
1 2 3 1 2 3 4 5

0,2213,05 3,91 29,6 25,5 34,0 46,1 56,8 2,42 0,74 1,111,37 ,

T

T

h h h d AB      

  
 

где 3h – глубина поверхности скольжения на стыке участков откоса отвала и го-

ризонтальной площадки; 5 – угол наклона поверхности скольжения на стыке 

участков откоса отвала и горизонтальной площадки (со стороны откоса). 

На рис. 2.32 представлен пример расчета устойчивости отвала с выпором 

основания. Отметим, что показанная на рис. 2.32 поверхность скольжения явля-

ется предельной, но не является наиболее слабой. Как отмечалось выше, крити-

ческую поверхность скольжения необходимо отыскивать перебором параметра, 

например 1h . 
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Рис. 2.32. Расчет отвала на слабом наклонном основании 

 
 
Необходимо помнить, что поверхность скольжения выходит в основание 

отвала лишь при определенных (низких) механических характеристиках пород 

основания. Впрочем, условия выпора пород основания требуют дальнейшего 

уточнения. 

 

2.8. Расчет обводненных откосов 

Как известно, силы гидростатического взвешивания и гидродинамического 

давления эквивалентны некоторой силе, называемой силой гидростатического 

давления, действующей по площадке скольжения и перпендикулярной к ней. Ее 

численное значение определяется формулой [15]: 

В ВD h l  , 

где В  – объемный вес воды;  В Вh y y   – высота столба воды; Вy  – функция 

депрессионной кривой; y  – функция поверхности скольжения; l  – протяжен-

ность обводненной части отсека (для подтопленного отсека равна длине пло-

щадки скольжения отсека). 
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При расчете откосов с элементарным размером отсека  

в в

cos

h dx
D





,                                           (2.56) 

где   – угол наклона основания отсека. 

Как было показано выше, условие равновесия призмы смещения для одно-

родного откоса описывается при помощи интегралов (сумм). В целях упроще-

ния выводов и более яркого представления идеи учета силового воздействия 

подземных вод, будем рассматривать только один из них, являющийся наибо-

лее общим и определяющий наиболее протяженную часть поверхности сколь-

жения. Обобщенную силу для рассматриваемого участка поверхности скольже-

ния с учетом гидрогеологии можно представить в виде: 

      2
в в

2

1

1

y y y f C f y y y
dx

y

         
 

  



.           (2.57) 

Из условия (2.57) вытекает силовое воздействие подземных вод. Оно мо-

жет быть учтено снижением величины сцепления в каждой рассматриваемой 

точке поверхности скольжения (отсеке).  

Выясним, каким образом обводненность откоса влияет на изменение по-

ложения наиболее вероятной поверхности скольжения по сравнению с сухим 

откосом. Для необводненных откосов положение потенциальной поверхности 

скольжения обосновано выше. 

Запишем условие трансверсальности (условие в точке пересечения по-

верхности скольжения с депрессионной кривой) в общем виде: 

 
0

0y x x
F y F  

     ,                                      (2.58) 

где , yF F − подынтегральное выражение и частная производная подынтеграль-

ного выражения по y ;  − производная функции кривой, вдоль которой пере-

мещается экстремаль (депрессионная кривая); 0x  − абсцисса точки пересечения 

экстремали (поверхности скольжения) и кривой, вдоль которой перемещается 

экстремаль (депрессионная кривая).  
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Выясним, будет ли преломляться поверхность скольжения при переходе с 

сухого на обводненный участок массива и наоборот, а также в случае прелом-

ления депрессионной кривой (например, когда она выходит в откос). Для этого 

необходимо рассмотреть разрывную задачу вариационного исчисления второго 

рода. Рассмотрим два соседних отсека, разделенных вертикальной границей. 

При этом площадка скольжения одного из отсеков обводнена, а другого нет. 

Приравнивая условия трансверсальности (2.58) для функционала (2.57), а также 

учтя, что на границе отсеков в 0h  , будем иметь: 

1в 1 2в 2;y y y y     . 

Этот же результат справедлив для произвольной границы между отсеками. 

Таким образом, производные функции поверхности скольжения в точке 

стыка сухого и обводненного участков равны, то есть излом поверхности 

скольжения отсутствует. Другими словами, обводнение горных пород не влияет 

на форму поверхности скольжения в откосах, чего раньше никто не доказывал.  

Как указывалось выше, силовое действие воды состоит в уменьшении ве-

личины сцепления в обводненных точках (отсеках) поверхности скольжения. А 

в силу того, что на форму поверхности скольжения вода влияния не оказывает, 

существует некоторое приведенное (среднее) значение сцепления, удовлетво-

ряющее предельному равновесию обводненного откоса. 

Таким образом, на обводненном среднем участке поверхности скольжения 

величина силы сцепления: 

 в в в
в

tgСF C y y dx      , 

а на сухом участке: 

СF Cdx  . 

Среднее или приведенное значение сцепления определится формулой: 

 в в
срв вв

в в в

в

tg
tg

tg

C y y dx Cdx
S

C C C h
ddx dx

       
      



 

 
,    (2.59) 
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где вS  − объем воды в пределах призмы смещения; d  − горизонтальная проек-

ция поверхности скольжения; ср
вh  − среднее значение высоты столба воды 

вдоль всей поверхности скольжения (используется вся поверхность скольже-

ния, включая необводненную). 

Таким образом, для приближенного определения предельных параметров 

обводненного однородного откоса необходимо вычислить по формуле (2.59) 

значение величины приведенного сцепления массива и воспользоваться номо-

граммой устойчивости (см. рис. 2.16). 

 

2.9. Устойчивость откосов в поле тектонических 
 и сейсмических напряжений 

Рассмотренные выше задачи по оценке устойчивости откосов в различных 

условиях относятся к так называемому гравитационному типу оползневых яв-

лений. То есть единственной активной силой, выводящей откос (призму сме-

щения) из положения равновесия, является вес горных пород, обусловливаемый 

гравитацией. Вес горных пород формирует также напряженное состояние. Вер-

тикальная компонента напряжений является активной, а горизонтальная – реак-

тивной. 

Однако в практике разработки месторождений часто встречаются случаи, 

когда горизонтальная компонента естественного поля напряжений является ак-

тивной, кроме того, ее величина может превосходить вертикальную компонен-

ту в разы. В этом случае говорят о действии в массиве тектонических полей на-

пряжений, обусловленных тектоническими процессами (субдукция, рифтоге-

нез, коллизия, орогенез и др.), которые достаточно подробно описаны в курсах 

геотектоники и геодинамики недр, например [272, 273]. Задача по определению 

конструктивных элементов бортов карьера в условиях тектонических полей на-

пряжений была поставлена сравнительно недавно. Одним из первых этот во-

прос поставил В. Г. Зотеев. В своей диссертационной работе он указал, что 

пренебрежение тектоническими напряжениями вполне оправданно при малых 

глубинах карьера, где тектонические напряжения практически полностью сня-
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ты процессами разгрузки и выветривания. Но это пренебрежение совершенно 

недопустимо для карьеров с глубиной вреза в скальные породы более 150 – 200 

м. По мнению В. Г. Зотеева, напряженное состояние для таких глубин будет 

определяться, главным образом, региональным полем тектонических напряже-

ний [39]. Здесь необходимо уточнить. Тектонические поля напряжений имеют 

место быть не только в породах кристаллического фундамента, но также и в 

осадочных чехлах. Например, зафиксированы повышенные поля тектонических 

напряжений в соляных отложениях [274]. Кроме того, имеется теоретическое 

обоснование распределения тектонических полей напряжений в осадочном 

чехле при разломной активности кристаллического фундамента [176]. 

Необходимо отметить, что определение ориентировки главных осей на-

пряжений в пространстве и значений главных напряжений является сложной 

научной задачей [174 – 179, 275, 276]. Не рассматривая причин возникновения 

тектонических напряжений и определения их ориентировки и значений, перей-

дем к исследованию вопроса их учета при оценке устойчивости откосов бортов 

карьеров.  

В силу неоднозначности вопроса необходимо сделать ряд принципиальных 

замечаний. 

1. Разрушение горных пород, как и любых других материалов, при срезе 

происходит по некоторой поверхности, которую, как и раньше, будем называть 

поверхностью скольжения (разрушения). Если речь идет об идеально однород-

ных откосах или откосах, которые можно привести к таковым посредством ста-

тистического усреднения физико-механических свойств, то поверхность сколь-

жения является плавной и криволинейной (см. выше). Если в массиве присутст-

вует ярко выраженная система трещин с падением в карьер или сплошные тре-

щины (поверхности ослабления, включая тектонические нарушения) большого 

протяжения, то такой откос следует считать анизотропным, а поверхность 

скольжения будет иметь излом (см. выше). Если массив разбит одиночными, 

разнонаклонными трещинами, соизмеримыми с размерами откоса, то поверх-

ность скольжения будет ломаной, в большинстве своем, совпадая с трещинами. 
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Какой бы из перечисленных случаев ни имел место, откос все равно разрушает-

ся по некоторой поверхности, называть которую будем, как и раньше, поверх-

ностью скольжения. Однако для каждого типа поверхности скольжения и каж-

дого ее участка необходимо обосновать условие устойчивости или равновесия. 

2. Призма смещения, так же как и любое другое тело, может перемещаться 

в пространстве под действием активных сил и реакций связей. Поэтому, не-

смотря на то, что граничными условиями являются тектонические поля напря-

жений, условие устойчивости (частный случай движения) должно быть выра-

жено через силы, а не напряжения. 

3. Недопустимо оценивать устойчивость всей призмы смещения сравнени-

ем напряжений или сил в какой-либо точке поверхности скольжения. Другими 

словами, критерий устойчивости должен определяться суммами удерживаю-

щих и сдвигающих сил вдоль всей поверхности скольжения, разумеется, при 

выполнении условия сплошности (неразрывности) призмы смещения. 

Цель данного раздела – установление условий устойчивости (разрушения) 

откосов, находящихся в условиях тектонического воздействия. Необходимо 

разработать методику расчета откосов при известном распределении напряже-

ний в прибортовом массиве, т. е. получить аналитическое выражение, отве-

чающее условиям необходимости и достаточности равновесия призмы смеще-

ния, с помощью которого суммируются тектонические и гравитационные силы.  

Таким образом, имеется плоский откос и известное поле распределения 

компонент напряжений (рис. 2.33). В случае, когда наиболее опасная поверх-

ность скольжения определена, вдоль нее будут известны компоненты плоского 

поля напряжений. Кроме того, очевидно, что в предельном равновесии вдоль 

поверхности скольжения (как и в каждой отдельной точке поверхности сколь-

жения) выполняется условие предельного кулоновского равновесия. 

С другой стороны, действие тектонических полей в точке эквивалентно 

некоторой горизонтальной силе, действующей на элементарный отсек: 

т к тtg iF k dx   ,                                         (2.60) 
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где кk – коэффициент концентрации тектонических (горизонтальных) напряже-

ний в рассматриваемой точке поверхности скольжения; т – тектоническое (го-

ризонтальное) нормальное напряжение в нетронутом массиве (в естественном 

залегании). 

 

Рис. 2.33. Напряженное состояние горных пород 
в окрестности поверхности скольжения 

 

Таким образом, к расчетной схеме по установлению условия равновесия 

отсека (рис. 2.11) необходимо добавить горизонтальную сдвигающую тектони-

ческую силу (2.60). В силу того, что тектоническая сила параллельна реакции 

E , в условие равновесия отсека (2.15) и (2.16) она войдет с тем же множите-

лем. Заметим, что появление тектонической силы не изменяет закона распреде-

ления межблоковых реакций, поэтому дальнейшие операции по выводу усло-

вий равновесия призмы смещения на различных участках будут идентичны слу-

чаю гравитационных сил.  

Тектоническое напряжение часто представляют в виде: 

т H   ,                                                 (2.61) 

где H  – глубина точки от поверхности (до начала разработки);   – коэффици-

ент пропорциональности, численно равный отношению горизонтальной состав-

ляющей поля тектонических напряжений к вертикальной. Численное значение 

x

y

x

y

xy


xy 

i
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коэффициента   некоторые авторы для тектонических регионов оценивают ве-

личиной 1 – 10 (если тектоники нет, то будем считать 0  ). 

Коэффициент концентрации тектонических напряжений кk  является весь-

ма значимой характеристикой. Он показывает степень рассеяния тектонических 

напряжений в окрестности поверхности скольжения (открытой горной выра-

ботки) и определяется размерами карьера в плане, высотой и углом откоса, глу-

биной заложения поверхности скольжения. В первом приближении коэффици-

ент концентрации может быть оценен по формуле [277]: 

2
0

к 2
1

r
k

r

 
  
 

, 

где 0r  – радиус выработки (карьера) в плане (на рассматриваемой высоте); r  – 

расстояние до рассматриваемой точки. 

Более детальные исследования по установлению напряжений в приборто-

вой зоне карьеров приведены в работе [276]. 

Так как кk  заведомо меньше единицы (при некоторых параметрах карьера 

может быть значительно меньше), то очевидно, что учет тектонической состав-

ляющей напряжений необходим при достаточно высоком значении  . 

Если проектируемый объект (дамба хвостохранилища, карьер и т. д.) нахо-

дятся в сейсмоактивном регионе, то их проектирование (расчет) необходимо 

производить с учетом возможного сейсмического воздействия.  

Механизм воздействия сейсмики на откос представляется следующим об-

разом. В момент сейсмического события из гипоцентра (точка в массиве, где 

произошло высвобождение энергии, эпицентр – это его проекция на земную 

поверхность) начинают распространяться упругие сейсмические волны (волны 

напряжений), которые принято подразделять на продольные (создают нормаль-

ные напряжения и линейные деформации в массиве) и поперечные (создают ка-

сательные напряжения и угловые деформации). Распространение волн приво-

дит к упругим колебаниям среды (частиц горной породы) с некоторым ускоре-

нием. Согласно принципу Даламбера, ускорение порождает сейсмическую 
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инерционную силу, направленную противоположно. Таким образом, на каждый 

отсек призмы смещения будет действовать сила, прямо пропорциональная его 

массе и ускорению частиц среды. Интенсивность сейсмического события (зем-

летрясения) принято измерять в баллах. В нашей стране используется двена-

дцатибалльная система. Модуль сейсмической силы определяется по формуле 

[18]: 

с с2
0

1

1
F k P

T



, 

где 0T – период собственных колебаний частиц породы (весь множитель носит 

название «динамический коэффициент» и в практических расчетах принимает-

ся равным единице); P  – вес рассматриваемого объема (отсека, блока); 

с /k a g – коэффициент сейсмичности, равный отношению ускорения сейсми-

ческой волны к ускорению свободного падения [18, 278]:  

 

Расчетная сейсмичность в  
баллах 

6 7 8 9 10 

Коэффициент сейсмичности сk  0,01 0,025 0,05 0,10 0,25 

 

Направление действия сейсмической силы большинство исследователей 

принимают горизонтальным. С другой стороны, как было доказано выше, об-

щая реакция со стороны соседних отсеков направлена под углом i   к гори-

зонту в сторону массива, при этом она совершит максимальную (минимальную) 

работу. Таким образом, направление, противоположное данному, будет являть-

ся самым уязвимым с точки зрения устойчивости. Поэтому примем это направ-

ление за направление действия сейсмической силы на каждый отсек. То есть 

направление сейсмической силы будет меняться от отсека к отсеку вдоль по-

верхности скольжения, что будет соответствовать максимально негативному 

влиянию сейсмики на откос, а это всегда идет в запас устойчивости.   

Таким образом, условие равновесия откоса (призмы смещения) в условиях 

обводненности, сейсмичности и тектонических напряжений примет вид (инте-

гралы заменены на суммы): 
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       
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  
  
 

                





 2

берма

g 0,    
(2.62) 

где h – высота отсека;  – ширина отсека.  

Разумеется, не представляет никакого труда записать условие равновесия 

призмы смещения (2.62) через коэффициент устойчивости. В случае, когда по-

верхность скольжения не формируется, а совпадает с уже существующими по-

верхностями ослабления массива, для расчета баланса сил нужно использовать 

последнее слагаемое (2.62). 

Отметим, что предлагаемая методика учета тектонических напряжений 

при оценке устойчивости откосов не требует проведения математического мо-

делирования для определения напряженного состояния в окрестности поверх-

ности скольжения. В этой связи нет необходимости выдвигать гипотезы о мо-

дели среды (упругая, пластическая и т. д.) и обосновывать трудноопределимые 

показатели деформационных свойств массива, как правило, сложной структу-

ры. 

Для оценки влияния тектонических напряжений на устойчивость откосов 

введем показатель, который можно назвать коэффициентом вклада тектониче-

ских напряжений (в точке, то есть для одного отсека). Данный коэффициент 

численно равен отношению работы тектонических сил к работе гравитацион-

ных сил на возможном перемещении всей призмы. Таким образом, с учетом 

выражения (2.61), коэффициент вклада определится зависимостью 

    к
т к

tg 1+ tg tg
/ 1+ tg tg

tg

k H
k k H h

h

   
    

 
.         (2.63) 

Как следует из выражения (2.63), тектонические силы могут вносить весь-

ма существенный вклад в устойчивость откосов, соизмеримый и даже превы-
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шающий вклад гравитационных сил. Средний коэффициент влияния вдоль всей 

поверхности скольжения будет характеризовать общий вклад тектонических 

напряжений в устойчивость призмы смещения в сравнении с гравитационным. 

В отличие от действия подземных вод, сейсмика и тектоническая нагрузка 

приводят к изменению формы поверхности скольжения (силы зависят от угла 

наклона поверхности скольжения, а значит, в функционал входит производная 

функции поверхности скольжения). Поверхность скольжения для случая текто-

нических напряжений находится аналогично случаю гравитационных сил, од-

нако для этого необходимо располагать функцией коэффициента концентрации 

напряжений  к к ,k k x y . Кроме того, решение данной задачи в аналитическом 

виде резко усложнится (в первом приближении коэффициент можно принять 

постоянным, средним). Несмотря на это, анализируя функционалы (2.62) и вы-

ражение (2.61), можно проследить некоторые закономерности поведения наи-

более опасной поверхности скольжения, в случае действия тектонических на-

пряжений. Совершенно очевидно, что наиболее опасная поверхность скольже-

ния под откосом свои наибольшие углы   будет приурочивать к наибольшим 

значениям H . Это значит, что уже в нижних точках поверхность скольжения 

будет стремиться к своим максимальным углам наклона (предельным из усло-

вия неразрывности или сплошности призмы смещения). Но в силу того, что 

угол наклона поверхности скольжения под откосом возрастает, в однородных 

массивах поверхность скольжения, ее большая часть, будет близка к плоскости.  

Таким образом, размер призмы смещения с увеличением тектонических 

напряжений будет уменьшаться. К этим же выводам приходит М. В. Рыльнико-

ва с соавторами [32]. И, в общем, данный факт объясним. Когда тектонические 

напряжения равны нулю, призма смещения увеличивается в размерах для уве-

личения размеров призмы активного давления, то есть чтобы сдвигающих сил 

было достаточно для нарушения устойчивости откоса. Когда же действуют тек-

тонические напряжения, в этом нет необходимости, то есть сдвигающих актив-

ных сил достаточно для нарушения устойчивости откоса. Кроме того, уже и не 
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нужна минимальная высота, необходимая для образования площадок среза 90H , 

или, по крайней мере, не требуется ее полных размеров. 

В случае сильнотрещиноватых скальных массивов разрушение откоса бу-

дет происходить в виде отделения небольших участков (призм) по системам 

трещин и их перемещения вниз под действием собственного веса. Именно по-

этому деформации скальных прибортовых массивов при действии тектониче-

ских полей напряжений не похожи на классические оползневые явления грави-

тационного типа, с захватом достаточно обширных призм смещения и с более 

или менее выдержанной формой криволинейной поверхности скольжения, а 

также трещиной отрыва. Деформации откосов в этом случае будут больше на-

поминать осыпи и обрушения. 

Вопрос определения геометрии поверхности скольжения при действии в 

массиве тектонических напряжений требует дальнейшей математической про-

работки. 

 

2.10. Разработка методики приближенной оценки 
устойчивости откосов сооружений 

Выше изложена теория строгого расчета устойчивости откосов в произ-

вольных по сложности условиях. Все входящие неизвестные параметры для по-

строения поверхностей скольжения, а также предельные параметры откосов 

определяются расчетом. Безусловно, за таким подходом будущее, особенно, ес-

ли принять во внимание применение ЭВМ. Однако на практике зачастую встает 

задача приближенной оценки устойчивости откосов, кроме того, поверхность 

откоса не всегда можно точно описать какой-либо функцией, поэтому в таких 

случаях, при отсутствии программного обеспечения, рациональнее решать за-

дачу графоаналитическим способом. Здесь имеется в виду построение поверх-

ности скольжения, разбиение ее на отсеки и суммирование сдвигающих и удер-

живающих сил с использованием зависимости (2.62). То есть, на первый план в 

таких расчетах выходит построение поверхности скольжения. Таким образом, 

наша задача сводится к определению приближенной методики построения по-



 133

верхности скольжения, опираясь на строгую теорию, изложенную выше. Ис-

следования, как и раньше, выстроим по принципу “от простого к сложному”, то 

есть начнем с однородных откосов.   

Как было показано выше, поверхность скольжения состоит из трех участ-

ков, сдвигающие и удерживающие силы на которых подсчитываются по-

разному и, соответственно, описываемые различными функциями. В зависимо-

сти от угла откоса меняется протяженность этих участков, для большинства ре-

альных откосов (борта карьеров) наиболее протяженным является второй уча-

сток, однако при потере устойчивости оснований он отсутствует вовсе. При 

анализе наиболее опасных поверхностей скольжения в однородных откосах 

(см. рис. 2.15) было замечено, что второй (средний) участок поверхности 

скольжения достаточно близок к дугам окружностей. В этой связи, в первом 

приближении, на вторые (средние) участки поверхностей скольжения наноси-

лись дуги окружностей по трем  точкам (то есть не методом наименьших квад-

ратов). Результаты превзошли все мыслимые и немыслимые ожидания. Прове-

денный корреляционный анализ показал: среднее значение корреляционного 

отношения для всех имеющихся поверхностей составил 0,999. Рисунки не при-

водятся по причине того, что поверхности скольжения и их аппроксимирующие 

дуги сливаются друг с другом, глазом их практически не различить.    

Кроме того, было отмечено, что центры дуг окружностей, аппроксими-

рующие части поверхностей скольжения с различными углами внутреннего 

трения располагаются вдоль прямой линии с очень высокой точностью (рис. 

2.34). 

Используя имеющиеся поверхности скольжения, была произведена ап-

проксимация центральных (вторых) участков поверхностей скольжения дугами 

окружностей, после чего выполнялось исследование геометрических парамет-

ров дуг (ориентировка в пространстве, размеры и т.д.). Полученные данные 

сведены в табл. 2.4. Параметры, приведенные в таблице, поясняются на рис. 

2.35. Произведем анализ данных табл. 2.4.  
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Рис. 2.34. Поверхности скольжения, аппроксимация дугами окружностей и их центры 

 

Угол   – это угол между положительным направлением оси x  (начало ко-

ординат помещено в точку нижней бровки откоса, ось x  направлена вправо, y  

– вверх) и линией вдоль которой располагаются центры аппроксимирующих 

дуг окружностей. Значения   (без скобок) соответствуют прямой, проведенной 

между наиболее удаленными центрами дуг, а значения в скобках вычислены 

при помощи регрессионного анализа методом наименьших квадратов. Заметим, 

что коэффициенты корреляции при аппроксимации линий центров дуг окруж-

ностей прямыми, находятся в пределах: 0,9999 – 0,99999. В этой связи, угол   

можно выразить следующей зависимостью: 

90      ,                                           (2.64) 
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где   – некоторая поправка, которая практически является постоянной и в 

среднем составляет 2,5 . 

Как следует из табл. 2.4 безразмерные величины /H H  и /D R , характери-

зующие положение центра дуги и ее радиус, достаточно стабильны и, практи-

чески не зависят от углов откоса и внутреннего трения, а также сцепления и 

объемного веса горных пород. 

В дальнейших рассуждениях будем раздельно подходить к обоснованию 

формы и положения поверхности скольжения. 

Итак, средний (второй) участок поверхности скольжения аппроксимирует-

ся дугой окружности, то есть его форма определена. 

 
 

Рис. 2.35. Построение дуги окружности в однородном откосе
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Таблица 2.4 

Характеристики исходных поверхностей скольжения и аппроксимирующих дуг окружностей 

    ,мH  1,мh  2 ,мh  /C H /C   2/C h 90 ,мH 1 2 ,мx  ,мR  ,мCx  ,мCy    /H H /D R /H R  
30 25 

20 
15 

 
339,031 

78,451 
104,131 
123,006 

67,749 
102,247 
135,408 

0,0118 
0,0312 
0,0558 

4,000 
10,577 
18,918 

0,059 
0,103 
0,140 

12,557 
30,237 
49,289 

224,065 
210,532 
203,382 

1957,238 
1423,609 
1182,518 

-613,674 
-309,092 
-160,868 

1819,804 
1342,807 
1119,437 

122,9 
(122,8) 

0,698 
0,963 
0,927 
0,889 

0,173 
0,238 
0,287 

35 30 
25 
20 
15 

396,622 

75,537 
98,649 
114,723 
128,376 

64,315 
102,076 
135,340 
166,227 

0,0101 
0,0263 
0,0466 
0,0705 

4,005 
10,431 
18,482 
27,962 

0,062 
0,102 
0,137 
0,168 

13,856 
32,783 
52,757 
72,877 

209,786 
193,694 
184,310 
178,837 

2140,738 
1539,139 
1261,085 
1086,144 

-869,225 
-485,473 
-297,883 
-175,626 

1920,274 
1418,130 
1179,590 
1023,524 

127,7 
(127,7) 

0,705 

0,969 
0,937 
0,903 
0,866 

0,185 
0,258 
0,315 
0,365 

40 35 
30 
25 
20 

445,199 

72,451 
93,011 
106,306 
116,993 

63,945 
101,939 
135,272 
165,970 

0,0090 
0,0231 
0,0404 
0,0607 

4,007 
10,284 
17,986 
27,024 

0,063 
0,100 
0,133 
0,163 

15,368 
35,626 
56,406 
77,153 

190,510 
172,801 
161,953 
154,991 

2295,704 
1640,278 
1328,482 
1141,295 

-1133,246 
-673,630 
-445,618 
-303,574 

1963,019 
1457,001 
1210,996 
1058,179 

132,5 
(132,5) 

0,710 

0,973 
0,945 
0,915 
0,882 

0,194 
0,271 
0,335 
0,390 

45 35 
30 
25 

190,813 
34,448 
38,652 
41,793 

40,299 
53,497 
65,548 

0,0210 
0,0363 
0,0540 

4,007 
6,927 
10,304 

0,099 
0,129 
0,157 

15,368 
23,993 
32,335 

59,024 
54,458 
51,387 

682,800 
552,017 
471,544 

-342,590 
-239,560 
-174,372 

576,774 
483,007 
423,583 

137,7 
(137,7) 

0,726 
0,953 
0,927 
0,898 

0,279 
0,346 
0,405 

50 35 
30 

119,234 
20,932 
22,203 

31,859 
38,960 

0,0335 
0,0494 

3,994 
5,890 

0,125 
0,151 

15,369 
20,418 

26,548 
24,682 

337,275 
285,529 

-177,129 
-132,989 

279,537 
245,258 

142,2 
(142,2) 

0,721 
0,936 
0,910 

0,354 
0,418 

55 35 
30 

86,047 
13,814 
14,183 

27,562 
32,073 

0,0465 
0,0627 

4,001 
5,395 

0,145 
0,168 

15,368 
18,683 

13,480 
12,580 

201,353 
177,000 

-111,820 
-89,445 

163,053 
148,420 

146,8 
(146,8) 

0,717 
0,920 
0,895 

0,427 
0,486 

70 35 41,558 4,232 22,338 0,0963 4,002 0,179 15,368 1,832 65,862 -353,436 279,489   0,879 0,631 

Среднее (интервальная оценка t = 2)       0,713
0,02

0,923
0,06

 

Максимальная относительная погрешность, %     2,3 6,5  

 

136 
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Перейдем к определению методики построения (аппроксимации) третьего 

участка поверхности скольжения (см. рис. 2.35). Перенесем начало системы ко-

ординат из нижней бровки откоса в точку B (см. рис. 2.35), проинтегрируем 

дифференциальное уравнение (2.40), предварительно заменив в нем H  на 2h . 

Таким образом, граничным условием для определения постоянной интегриро-

вания будет являться условие прохождения кривой (поверхности скольжения) 

через начало координат. 

Не приводя достаточно простых, в данном случае, математических опера-

ций, функция, описывающая поверхность скольжения на третьем участке имеет 

вид (заметим, что раньше не было необходимости определять аналитический 

вид данной функции, ее построение, а также определение предельных парамет-

ров осуществлялось численно): 

22
3

tg tg
1

4

h
y x x

C C

 
    .                                (2.65) 

Глубина 2h  в формуле (2.65) определяется после построения дуги второго 

участка поверхности скольжения, в этой связи необходимо помнить о том, что 

точность аппроксимации второго участка напрямую влияет на точность по-

строения третьего. Кроме того, заметим, что 3 2 90y h H  . 

Граничными условиями для построения первого участка поверхности 

скольжения являются: 

1) поверхность скольжения проходит через начало координат (начало сис-

темы координат помещается в нижнюю бровку откоса); 

2) из условий трансверсальности известна производная функции поверхно-

сти скольжения в точке ее пересечения с откосом; 

3) в точке стыка первого и второго участков (точка A см. рис. 2.35) угол 

наклона поверхности скольжения равен углу внутреннего трения; 

4) в случае, когда второй участок поверхности скольжения построен, име-

ется возможность определения глубины (координат) 1h  и абсциссы 1 2x   точки 

стыка участков (см. рис. 2.35). 
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Таким образом, имеем четыре граничных условия. Учитывая относительно 

небольшую протяженность первого участка и из условий простоты, в качестве 

аппроксимирующей функции примем многочлен третьей степени, имеющий 

четыре параметра. Из условия прохождения поверхности скольжения через на-

чало координат, свободный член будет равен нулю, поэтому аппроксимирую-

щая функция примет вид: 

3 2
1y ax bx dx   ,                                        (2.66) 

где , ,a b d – параметры сплайна, определяемые из граничных условий. 

Производная функции (2.66) определяется выражением: 

2
1 3 2y ax bx d    .                                       (2.67) 

Используя выражения (2.66, 2.67) и оставшиеся граничные условия, соста-

вим следующие уравнения: 

 

2

2
1 2 1 2

3 2
1 1 2 1 2 1 2 1 2

π
tg 3 0 2 0

2 4

tg 3 2

a b d

a x b x d

h kx a x b x d x

 

   

                  


      


, 

где 1 2 1,x h – абсцисса и глубина точки стыка первого и второго участков (см. 

рис. 2.35). 

Решаем систему уравнений и окончательно имеем: 

1 2 1

3
1 2

1 2 1

2
1 2

π
tg + tg 2tg 2

2 4

π
3tg tg 2tg 3

2 4

π
tg

2 4

x h

a
x

x h

b
x

d









                



                 

        


.                   (2.68) 

Таким образом, аппроксимировав поверхность скольжения на втором уча-

стке дугой окружности, на третьем участке поверхность скольжения задается 
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строго аналитически, а на первом участке, достаточно точно аппроксимируется 

многочленом третьей степени. То есть точность аппроксимации всей поверхно-

сти скольжения в основном определяется точностью задания дуги окружности 

– ее положением относительно откоса (координатами центра и радиусом).  

Приведем порядок построения поверхности скольжения в однородном от-

косе графоаналитическим способом. 

1. На поверхности откоса определяется точка E (см. рис. 2.35), находящая-

ся на высоте 

0,71H H  . 

2. Из точки E  под углом   к оси x , определяемым по формулой (2.64), 

проводится прямая (см. рис. 2.35). 

3. В силу того, что величины, определяющие радиус дуги являются при-

ближенными, его значение, обеспечивающее минимальную устойчивость отко-

са, рекомендуется определять подбором. Однако для определения ориентиро-

вочного значения радиуса можно воспользоваться достаточно точной эмпири-

ческой зависимостью (коэффициент корреляции составил 0,98): 

 / 0,0147 0,1097H R     . 

Разумеется, данную зависимость можно применять при условии   5     

(см. табл. 2.4), в противном случае нужно учесть, что теоретически при 

  0    , / 0R H R  . 

4. Рассчитывается приближенное расстояние от точки E (см. рис. 2.35) до 

центра критической дуги C по формуле: 

0,923D R , 

определяется центр дуги.  

5. В центре дуги от направления на точку E по часовой стрелке откладыва-

ется угол  

     , 
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и по этому направлению проводится прямая (см. рис. 2.35). Этому направлению 

соответствует начало второго участка поверхности скольжения, то есть в этой 

точке дуга поверхности скольжения имеет угол к оси x близкий к углу  . 

6. Вдоль этой линии откладывается отрезок равный радиусу R CA  и 

строится дуга окружности. Конец дуги окружности (точка B) соответствует пе-

ресечению дугой вертикальной границы второго и третьего участков (граница 

участков откоса и горизонтальной площадки или бермы). 

7. С чертежа графически определяются следующие величины: 1 2 1 2, ,h h x   

(см. рис. 2.35). 

8. Используя формулу (2.65) строится поверхность скольжения на третьем 

участке. 

9. Используя зависимости (2.66 – 2.68) вычисляются параметры функции 

поверхности скольжения на первом участке, и производится ее построение. 

Что касается расчета устойчивости анизотропных откосов, то, как уже ука-

зывалось, задача приобретает еще большую неопределенность, по сравнению с 

однородным откосом. Добавляются еще две неизвестные: координата точки из-

лома поверхности скольжения и угол излома. При строгом аналитическом ре-

шении задачи (см. выше), оба эти параметра определяются из решения системы 

уравнений. В случае приближенного решения задачи, итерационного подхода, 

по-видимому, не избежать. Угол излома поверхности скольжения на поверхно-

сти ослабления определяется из уравнения (2.50), однако и здесь мы наталкива-

емся на сложности: правая часть данного уравнения содержит неопределенные 

переменные. Пожалуй, единственное, что можно предпринять в этом случае – 

это постулировать незначительность влияния правой части уравнения (2.50) на 

значение угла излома. В этом случае появляется возможность, хоть и достаточ-

но приближенно, оценить его значение. 

 

Выводы по главе 2 

Разработана принципиально новая теория расчета устойчивости откосов в 

однородных, неоднородных, анизотропных средах, в условиях подработки от-

косов подземными горными работами или карста, а также при условии выпора 

основания откосов, обводненности горных пород, сейсмической нагрузки и тек-

тонических полей напряжений по методу предельного равновесия.  
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Основные научные и практические результаты исследований данной главы 

состоят в следующем: 

1. Произведен анализ существующих способов и подходов к оценке устой-

чивости откосов. Разработана классификация способов расчета. Установлены 

причины многообразия способов расчета устойчивости однородных откосов. 

Даны критические замечания по существующим способам метода предельного 

равновесия, а также по методу предельного напряженного состояния, включая 

условие специального предельного равновесия. Получено уравнение, позво-

ляющее преодолеть статическую неопределимость задачи по оценке равновесия 

элементарного отсека. Изучены законы распределения межблоковых реакций 

вдоль поверхности скольжения, с соответствующим доказательством получае-

мых выводов. 

2. Строгими математическими (аналитически) методами, в соответствии с 

фундаментальными принципами механики, определена геометрия наиболее 

слабой поверхности скольжения в однородном и изотропном откосе. 

3. Получены условия устойчивости призмы смещения плоского однород-

ного откоса, обеспечивающие необходимость и достаточность выполнения ус-

ловия предельного равновесия, то есть всех условий статического равновесия. 

4. Изучено влияние углов откоса, внутреннего трения, величины сцепления 

горных пород, объемного веса и высоты плоского откоса на форму и положение 

поверхности скольжения в идеально однородном и изотропном откосе. 

5. Произведена оценка устойчивости и определены предельные геометри-

ческие параметры плоских однородных откосов. Получена номограмма устой-

чивости плоских однородных откосов. 

6. Получены зависимости, определяющие углы излома поверхности сколь-

жения на поверхности ослабления. 

7. Исследовано влияние углов внутреннего трения горных пород и трения 

по контакту, угла падения поверхности ослабления, а также величин сцеплений 

горных пород и контакта на значение угла излома.  

8. Получены зависимости, определяющие углы излома при переходе по-

верхности скольжения из одного литологического слоя в другой. 

9. Исследовано влияние углов внутреннего трения литологических слоев, 

угла падения контакта слоев, а также величин сцеплений пород слоев на значе-

ние угла излома. 
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10. Разработаны методики расчета устойчивости неоднородных, анизо-

тропных, подработанных откосов и откосов на слабом наклонном основании. 

11. Исследованы закономерности формирования поверхности скольжения 

в сыпучих средах (породах отвала), факторов, определяющих возможность вы-

хода поверхности скольжения в основание отвала. 

12. Разработан способ учета обводненности горных пород и сейсмической 

нагрузки при оценке устойчивости откосов. 

13. Проанализирована степень влияния тектонических полей напряжений 

на положение наиболее опасной поверхности скольжения и на устойчивость 

откоса в целом, приведены соответствующие зависимости. Аналитически пока-

зывается, что влияние тектонических напряжений на устойчивость может быть 

соизмеримым с влиянием гравитационного (вертикального) поля.  

14. Разработана методика приближенной оценки устойчивости однород-

ных откосов, выявлены основные закономерности в формировании потенци-

альных поверхностей скольжения в однородных и изотропных откосах. 

По результатам исследований данной главы, сформулировано научное по-

ложение. 

Научное положение №1 

На защиту выносится теоретический критерий устойчивости (разруше-

ния) откосов горнотехнических сооружений по методу предельного равновесия, 

отвечающий условиям необходимости и достаточности статического равнове-

сия твердого тела, на основе которого обоснована геометрия (форма и положе-

ние в массиве) наиболее опасных поверхностей скольжения в однородных, не-

однородных, анизотропных откосах и осуществлен учет тектонических, сейс-

мических и гидростатических сил. 
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3. ЗАКОНОМЕРНОСТИ ПЛАСТИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ, 
ДЕЗИНТЕГРАЦИИ И РАЗРУШЕНИЯ ГОРНЫХ ПОРОД 

3.1. Об устойчивости вертикального откоса 

Рассмотрим вертикальный однородный откос и определим распределение 

горизонтальной силы по его боковой поверхности при увеличении его высоты 

свыше предельной (если предел прочности на растяжение принять равным ну-

лю, то предельная высота  пр 90 2 tg /4 /2 /H H C     ). Аналогом поставлен-

ной задачи является задача по расчету подпорной стенки (рис. 3.1). 

 
Рис. 3.1. Расчетная схема к определению эпюры горизонтальных  

напряжений с увеличением высоты вертикального откоса 
 

Поверхность скольжения под горизонтальной площадкой описывается 

уравнением (2.40). И пусть y p   – параметр; H y h   – глубина точки. Тогда 

тангенс угла наклона поверхности скольжения в точке, согласно (2.40), равен 

γ
1

f h

C
 . Для определения силового воздействия призмы смещения, подставим 

уравнение (2.40) с соответствующими заменами в условие равновесия (2.33), 

получим выражение:   

                
γ

12
3 2

0 2

tg
4 2

2
2

γ

f h

CC
E p fp p dp

f



 
 

 
 

   .                               (3.1) 

 y

x

y

90H

поверхности
скольжения
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Для определения закона распределения нормальных напряжений по боко-

вой грани вертикального откоса проинтегрируем уравнение (3.1), возьмем про-

изводную по глубине  h  и заменим 1 h    [279 – 281]: 

1
3 1

tg
2 1C

C
 

   ,                                 (3.2) 

где 1 3,   – максимальное и минимальное значения главных напряжений соот-

ветственно. 

Уравнение (3.2) определяет горизонтальную составляющую напряжений, 

необходимую для удержания призмы смещения в предельном равновесии. 

Теперь предположим, что рассматриваемый откос подсечен плоской по-

верхностью ослабления. Поместим начало системы координат в точку выхода 

поверхности скольжения в откос и используем уже известные формулы (пара-

граф 2.5) для высоты трещины отрыва и ширины призмы смещения: 

 
 2 1 tg ctg1 tg cos

,
tg tg cos sin tg

H hC C
h a

          
          

, 

учитывая, что 90   , получим:  

 
tg

H h
a





, 

где H – высота вертикального откоса. 

  2

0
tg tg

2tg

H h
E

     



.                                    (3.3) 

Взяв производную выражения (3.3) по H  и приняв 1 H   ,  получим ус-

ловие: 

2

3 1
tg tg 1 tg

tg tg
C

       
 

.                                   (3.4) 

Если положить в уравнении (3.4) / 4 / 2     , то условие равновесия 

примет вид: 

   1 3 сж 32 tg 1 sin 1 sin
4 2

C
                  

 
.           (3.5) 
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Формула (3.5) выражает предельное условие в главных напряжениях при 

наличии уже сформированных поверхностей сдвига (ослабления). 

 

3.2. Критерий пластичности горных пород 

Заметим, что критерий (3.2) получен из функционала, подразумевающего 

полное отсутствие работы внутренних (удерживающих) сил на возможном пе-

ремещении призмы смещения, другими словами при условии отсутствия сопро-

тивления материала при его деформировании. А это, в других терминах, озна-

чает начало пластических деформаций (предел упругости). В этой связи, крите-

рий (3.2) определяет соотношение между главными напряжениями, соответст-

вующее началу пластической деформации – начальную поверхность текучести. 

Она же будет являться и предельной поверхностью (поверхностью разрушения) 

в случае отсутствия упрочнения материала (идеальная пластичность). 

Перейдем к анализу критерия (3.2). Его можно представить в следующем 

виде: 

3 1σ σ 2 tgC   ,                                      (3.6) 

где   – угол наклона наиболее опасной площадки скольжения к направлению 

действия главного напряжения 3σ . 

Если 3σ 0  (одноосное сжатие), то 
24





 , а 1 сжσ    ( сж – предел 

прочности на одноосное сжатие). При увеличении 3σ  (сжимающие напряжения 

считаются положительными) угол наклона критической площадки также уве-

личивается. В случае если материал имеет пластический характер разрушения, 

то есть 0 , угол наклона критической площадки среза является постоянной 

величиной, не зависящей от уровня напряжений: 45   , а критерий (3.2), (3.6), 

принимает вид: 

1 3σ σ 2C  .                                           (3.7) 

Выражение (3.7) есть не что иное, как известный критерий разрушения 

Треска (Сен-Венана, 1868) [233]. 
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Для идеально сыпучих материалов ( 0C  ), как отмечалось выше, поверх-

ность скольжения является прямолинейной и наклонена к горизонту под углом 

/ 4 / 2   , поэтому, исходя из выражения (3.5), критерий (3.2) будет иметь вид: 

 1 31 sin     .                                        (3.8) 

Формула (3.8) выражает линейную связь между главными напряжениями. 

Таким образом, как при отсутствии трения, так и сцепления критерий прочно-

сти имеет линейный вид. Как известно, идеальная жидкость не обладает внут-

ренним трением (вязкостью) и прочностью на разрыв, а соответственно, и сце-

плением. Если положить в уравнении (3.7) 0C  или в уравнении (3.8) 0 , 

получим условие равновесия (прочности) в виде гидростатического закона рас-

пределения напряжений: 1 3   . 

Из выражения (3.2) также следует, что для высокого уровня напряжений, 

отношение предельных компонент главных напряжений: 

1

3

1

lim 1
 





.                                              (3.9) 

Заметим, что при выводе критерия (3.2) использовался линейный критерий 

Кулона (1773) [233]: 

tgn C    ,                                              (3.10) 

где , n   – предельные касательные и нормальные напряжения на площадке 

среза соответственно. 

Уравнение (3.10) в литературе часто называют критерием Кулона – Мора, 

Мора – Кулона или просто Мора. В 1900 году Мор предложил общую форму 

критерия прочности, связывающую главные нормальные напряжения, причем 

конкретную функциональную зависимость он не предлагал. В дальнейшем бы-

ло предложено построение паспорта прочности в виде огибающей предельных 

кругов Мора. Однако заметим очень важное различие между критериями Куло-

на и Мора. Критерий Кулона в форме (3.10) был получен чисто эмпирически, и 

в нем совершенно ничего не говорится о главных напряжениях. Критерий Мора 

выражает предельное соотношение только через главные напряжения, и в нем 
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ничего не говорится о напряжениях на площадке среза. Паспорт прочности по 

Кулону может быть непосредственно получен по результатам испытаний на 

прямой срез. Для получения паспорта прочности в осях главных напряжений по 

Мору необходимо произвести трехосные (объемные) испытания.  

Для получения отображения паспорта прочности в осях главных напряже-

ний из системы напряжений на площадке среза (и наоборот), то есть связи кри-

териев Кулона и Мора, необходимо располагать условиями передачи внешней 

нагрузки (главных напряжений) на площадку среза, что на современном этапе 

развития экспериментальной базы невозможно. Тем не менее, критерий (3.10) в 

осях главных напряжений некоторые авторы, например [192], представляют в 

виде: 

1 сж 3
1 sin

σ σ
1 sin

 
  

 
.                                   (3.11) 

Между критериями (3.2) и (3.11) существуют два принципиальных отли-

чия. Во-первых, в критерии разрушения (3.11) угол наклона наиболее опасной 

площадки скольжения к линии действия главного напряжения 3σ  является ве-

личиной постоянной: 
24
 . Данный угол обеспечивает максимальную раз-

ницу между сдвигающими и удерживающими силами по площадке среза в ок-

рестности конкретной точки при заданном уровне напряжений. В критерии 

(3.2) угол наклона критической площадки является величиной переменной, за-

висящей от уровня напряжений, это и придает критерию прочности кривизну. 

Кроме того, значение угла наклона критической площадки определяется из ус-

ловия максимума разности сдвигающих и удерживающих сил (обобщенной си-

лы) вдоль всей поверхности разрушения на возможном перемещении всей ме-

ханической системы (призмы смещения). Во-вторых, минимальное главное на-

пряжение 3σ  не совершает работу на площадке сдвига, то есть не реализует 

удерживающего эффекта в виде трения. И действительно, если подставить кри-

терий разрушения (3.2) в систему уравнений  
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 

2
1

1 3

σ σ cos ;

1
sin 2 ,

2

n  

     
                                    (3.12) 

то получим критерий Кулона в виде уравнения (3.10).  

Если линеаризовать уравнение (3.2) в окрестности точки  1 сж 3σ ;σ 0   , 

то он примет вид: 

 1 сж 3σ 1 sin σ     .                                  (3.13) 

Анализируя выражения (3.11) и (3.13), констатируем их качественное 

сходство, а при 0  они совпадают. 

Будем рассматривать идеальную пластичность (среда без упрочнения). Из-

вестно, что пластическое деформирование у хрупких материалов ( 0 ) сопро-

вождается увеличением их объема (дилатансией). Вопрос об увеличении объе-

ма при пластическом деформировании удобнее рассматривать в осях, совпа-

дающих с направлением действия главных напряжений. Если принять ассоции-

рованный закон пластического течения (принцип нормальности), то прираще-

ние пластических деформаций будет нормальным к поверхности текучести 

(пластического потенциала). На рис. 3.2 представлены критерии (3.2), (3.11) и 

(3.13), а также вектора приращений пластических деформаций в случае приня-

тия ассоциированного закона пластического течения. 

Для оценки объемных изменений при пластическом деформировании ис-

пользуется так называемый коэффициент дилатансии, представляющий собой 

котангенс угла наклона паспорта прочности   (при ассоциированном законе 

пластического течения) к оси 1σ  (см. рис. 3.2). Значение коэффициента дила-

тансии определяется выражением [192]: 

п
3
п
1

ctg
d

d


 


,                                           (3.14) 

где ctg  – коэффициент дилатансии; п п
1 3,d d   – приращения пластических де-

формаций по направлениям главных осей. 
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Рис. 3.2. Поверхности текучести (пластичности): 

1 – 1
3 1

tg
σ σ 2 1C

C


   ; 2 –  1 сж 3σ 1 sin σ     ; 3 – 1 сж 3

1 sin
σ σ

1 sin

 
  

 
  

 

В случае, когда коэффициент дилатансии равен единице, пластическое те-

чение называется эквиволюмиальным (равнообъемным). Такое деформирова-

ние характерно для материалов пластического разрушения.   

Приращения пластических деформаций определяются по формулам [233]: 

п п
1 3

1 3

;
g g

d d
 

     
 

,                                 (3.15) 

где   – постоянная; g  – функция пластического потенциала (условие пластич-

ности или прочности (3.2), (3.11), (3.13) с нулем в правой части). 

Согласно уравнениям (3.14), (3.15), коэффициент дилатансии для поверх-

ности текучести в виде (3.11): 





sin1

sin1
ctg .                                        (3.16) 

Коэффициент дилатансии для линеаризованного критерия (3.13): 

 sin1ctg .                                       (3.17) 

1

3

1

2

3

сж

р

пd

пd
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Гидростатическая
ось
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Увеличение объема при пластическом деформировании, при использова-

нии критерия (3.16), дает завышенную величину, что противоречит экспери-

ментальным данным [231]. Для устранения данного несоответствия прибегают 

к искусственному уменьшению приращения объема пластических деформаций 

посредством необоснованной замены угла внутреннего трения в критерии 

(3.16), так называемым углом дилатансии i  или его максимальным значением 

0i , при отсутствии нормального напряжения на площадке среза (при разруше-

нии трещины 0i  будет стремиться к углу подъема неровностей контактирую-

щих поверхностей). В общем случае величина дилатансии является производ-

ной /n sd d   (где ,n s   – величины нормального и касательного сдвига соот-

ветственно). Лейхтниц и Ербан получили максимальное значение угла дилатан-

сии на трещине в пределах 10 20   [231]. Подобным образом переходят к неас-

социированному закону пластического течения. 

Для неассоциированного закона пластического течения в нашем случае, то 

есть для соответствия критериев (3.11) и (3.13), а также равенства коэффициен-

тов дилатансии (3.16) и (3.17), при углах внутреннего трения 35, 30, 20 , углы 

дилатансии в (3.11) должны быть приняты равными 12.8, 11.5, 8.4  соответст-

венно. Таким образом, не используя дополнительных искусственных приемов, 

критерий (3.2) и его линейный аналог (3.13) показывают хорошую сходимость с 

экспериментальными данными. 

Выше указывалось на отсутствие реализации механизма трения на пло-

щадке среза от действия минимального главного напряжения в случае идеаль-

ной пластичности, однако физические предпосылки данного феномена объяс-

нить достаточно сложно.  

Можно предположить, что его сущность заключается в принципиальном 

отличии упругого и пластического деформирования, а именно в дилатансии. 

Как при упругом, так и при пластическом деформировании в направлении мак-

симального главного сжимающего напряжения происходит уменьшение разме-

ра образца, а в направлении минимального – расширение. При упругом дефор-
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мировании не происходит увеличения объема (явление дилатансии не наблюда-

ется), и поэтому деформирование происходит в “естественной упаковке” с пол-

ным контактом между зернами образца. В случае пластического деформирова-

ния происходит разуплотнение зерен, и поэтому в направлении расширения 

(увеличения объема V ), по-видимому, теряется контакт (рис. 3.3), что и объ-

ясняет отсутствие проявления механизма трения в предельном равновесии от 

действия минимального главного напряжения. Дилатансия может протекать 

только когда реактивное напряжения, создаваемое максимальным главным на-

пряжением дил 3    (с учетом сопротивления отрыву), но в этом случае мини-

мальное главное напряжение будет нейтрализовано.   

 
Рис. 3.3. Схема пластического деформирования образца 

Подобные рис. 3.3, схемы деформирования в пластической фазе приводят-

ся в работах [196, 205, 282].  

 

3.3. Закономерности пластического деформирования 
 и разрушения горных пород 

Критерий (3.2) получен с использованием линейного критерия Кулона при 

рассмотрении условий равновесия элементарных отсеков, из условия макси-

мальной разности сдвигающих и удерживающих сил на возможном перемеще-

нии вдоль всей поверхности разрушения, то есть оптимизацией функционала.  

Согласно критерию (3.2), угол наклона наиболее опасной площадки среза зави-

сит от уровня напряжений. С другой стороны, согласно того же критерия Куло-

V

3

1

3

1


дил
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на, мы знаем, что наиболее опасная площадка отклонена от направления мини-

мального главного напряжения на угол 
4 2

 
 , что обеспечивает максимальную 

разность между сдвигающими и удерживающими силами на площадке среза в 

конкретной точке. Упомянутые углы совпадают только при условии 1 сж    

( сж  – предел прочности на одноосное сжатие), а с ростом наибольшего глав-

ного напряжения их разность возрастает. Мысленно представим себе круги 

Мора, с прямолинейной огибающей Кулона. Если теперь из каждой точки на 

оси абсцисс, соответствующих значениям 3 30, , , ...n n n          провести 

прямые в точки касания огибающей с соответствующими кругами Мора, то уг-

лы между этими прямыми и осью n  будут одинаковыми (только в случае пря-

молинейной огибающей) и равны 
4 2

 
 . Теперь представим себе, что сущест-

вует некоторая функция  n  , которая в точке 1 сж    или, что то же самое 

2
сжcos

4 2n
      

 
 (абсцисса точки касания первого круга Мора), совпадает с 

функцией Кулона и имеет в этой точке тот же угол наклона  , а при увеличе-

нии n  пересекает (т.е. не касается, а пересекает) последующие круги в неко-

торых точках. Если теперь из тех же точек, находящихся на оси n , провести 

прямые в точки пересечения соответствующих кругов с графиком функции 

 n  , то углы между этими прямыми и осью n  будут увеличиваться с ростом 

напряжения. То есть, в каждой точке (круге) рассматриваемый угол все более 

будет отклоняться от значения 
4 2

 
 . Определим такую функцию  n  , кото-

рая будет обеспечивать указанную разницу между данными углами с ростом 

напряжений, для этого составим уравнение: 

1

tg 1 0
4 2

n

d
d

C




      
 

,                                     (3.18) 

где ,n   – нормальное и касательное напряжения на площадке среза. 
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Используя первое равенство (3.12), получим:  

sin

n n

d C

d

 


 
.                                           (3.19) 

Подставим в уравнение (3.19) значение нормального напряжения на пло-

щадке среза, соответствующее пределу прочности на одноосное сжатие:   

2 2
сжcos 2 tg cos cos tg

4 2 4 2 4 2n
n

d
C C

d

                                    
. (3.20) 

То есть, в точке 2
сжcos

4 2n
      

 
 угловой коэффициент касательной 

равен коэффициенту внутреннего трения. Таким образом, под углом внутрен-

него трения в дальнейшем будем понимать угол наклона графика функции 

 n   именно в этой точке. 

Интегрируем дифференциальное уравнение (3.19), при соблюдении равен-

ства (3.20) и граничных условиях    cos cos tg 1 sinC C C C         : 

sin 1 ln 1 sin ln
cos cos

n ne
C C C

C C

    
              

.                (3.21) 

Таким образом, уравнение (3.21) является отображением критерия (3.2) на 

координатную плоскость , n  . Критерии (3.2) и (3.21) являются начальными 

поверхностями текучести, то есть определяют в своих координатных осях на-

чало пластических деформаций или предел упругости. То есть, начало пласти-

ческих деформаций проявляется в образовании площадок среза, наклоненных к 

минимальному главному напряжению на угол   и расположенных на опреде-

ленном расстоянии друг от друга, а также вертикальных площадок отрыва.                          

Критерий (3.2) получен из условия, что напряжение 3σ  не совершает рабо-

ту трением на площадке среза при возможном перемещении одной части раз-

рушаемого тела (образца) относительно другой, то есть оно пассивно препятст-

вует  перемещению (удерживает). Такой механизм характерен для начала пла-

стической деформации. С другой стороны, во время пластического деформиро-

вания по мере упрочнения и дилатансии начинает реализовываться механизм 
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сопротивления разрушению от действия минимального главного напряжения 

3σ  в виде трения на площадке среза. Таким образом, критерий (3.2) может быть 

обобщен на случай развивающейся пластической деформации. Используя усло-

вие равновесия призмы смещения, для двухосного напряженного состояния 

(2.62), и, заменив в нем предварительно, знак действующего бокового усилия 

на противоположный (минимальное напряжение 3σ  в отличие от тектоническо-

го напряжения в откосе препятствует разрушению), горизонтальная сила, необ-

ходимая для равновесия сплошного однородного континуума определится за-

висимостью: 

     
2

1

2 2
0 3 1

x

x

E h p f k y fp C p dx       ,                         (3.22) 

где 0 1k   − коэффициент, показывающий степень участия напряжения 3σ   в 

обеспечении равновесия на площадке среза посредством механизма трения (па-

раметр упрочнения); 1 2,x x  − абсциссы начала и конца поверхности разрушения 

(скольжения);   − объемный вес среды (горных пород); h  − функция глубины 

заложения поверхности разрушения от горизонтальной поверхности; p  − неиз-

вестная производная функции поверхности разрушения.  

Функция истинной поверхности разрушения будет доставлять правой час-

ти уравнения (3.22) – функционалу, максимум. Решая данную вариационную 

задачу абсолютно аналогично задаче (2.36), при граничных условиях: 

0 tg
4 2

p
    

 
, 0

2
tg

4 2

C
h

      
, 0 0k  , получим дифференциальное уравне-

ние, определяющее функцию поверхности разрушения: 

 2 2
3 1fk p C p

h
f

  



.                                       (3.23) 

Подставим уравнение (3.23) в условие равновесия (3.22), проинтегрируем 

его и возьмем частную производную по глубине h , а также положим 1 h   . В 

итоге получаем следующее уравнение:  
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31
3 1

tgtg
σ σ 2 1 1

k
C

C C

         
  

,                         (3.24) 

Критерий (3.24) теоретически определяет в координатной плоскости ком-

понент главных напряжений начальную поверхность текучести или предел уп-

ругости (при 0k  ), поверхность пластического потенциала (поверхность теку-

чести) (при 0 1k  ), и предельную поверхность (при 1k  ). Сразу заметим, 

что предел прочности горной породы может быть достигнут при 1k  , а 1k   

определяет теоретически предельно возможную поверхность. То же самое каса-

ется предела упругости и пластического потенциала – это теория. На рис. 3.4 

приведены характеристические поверхности пластического деформирования и 

направление развития пластической деформации.  

 

Рис. 3.4. Поверхности пластического деформирования  
в координатной плоскости компонент главных напряжений 

 

Из уравнения (3.23) следует, что наклон площадки среза к минимальному 

главному напряжению определяется по формуле: 
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1

3

tg
1

tg
tg

1

Cp
k

C


  

 


.                                            (3.25) 

Заметим, что при 0k  , выражения (3.24), (3.25) эквивалентны зависимо-

сти (3.2), а при 1k   и 
4 2

 
   , критерий (3.24) примет известный вид (3.11):  

2
1 3 сж 3

1 sin
σ 2 tg σ tg σ

4 2 1 sin 4 2
C

                     
. 

Согласно введенному выше определению, параметр упрочнения k  связан с 

компонентами напряжений на площадке среза следующим образом: 

 

2 2
1 3

1 3

σ σ cos σ sin ;

1
sin 2 .

2

n k   

     
                                   (3.26) 

Анализ зависимости (3.25) показывает, что в общем случае ( 1k  ), угол 

наклона критической площадки среза также является величиной переменной, 

зависящей от напряженного состояния и отличной от угла 
4 2

 
 . Кроме того, 

угол меняется по мере протекания пластической деформации (изменения k ). 

Другими словами, при одинаковом напряженном состоянии, но разной степени 

пластической деформации имеем разные углы отклонения площадок от значе-

ния 
4 2

 
 . Но это возможно только в двух случаях: 1) изменение ориентировки 

главных напряжений; 2) поворот напряженной области относительно осей 

главных напряжений (или неподвижной системы координат). Таким образом, 

если в процессе испытаний ориентировка главных напряжений (нагрузок) не 

меняется, то это означает разворот площадок (зерен). Следуя терминологии ав-

торов [283] можно назвать данные объемы структурными элементами дефор-

мации (мезообъемы). Очевидно, что на разных масштабных уровнях они будут 

представлять различные объекты.  

Таким образом, пластическая деформация подразумевает разворот некото-

рых структурных элементов, то есть по мере протекания пластической дефор-
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мации увеличивается разворот, но ведь именно разворот зерен и соответст-

вующее увеличение объема в направлении минимального главного напряжения 

и принято называть дилатансией. Круг замкнулся.  

На данном этапе уместно вспомнить описание пластической деформации 

на мезоскопическом уровне по схеме “сдвиг + поворот” [210 – 215], а также 

многочисленные примеры ротационных, вихревых или турбулентных процес-

сов в геодинамике и т. д. [149 – 164]. Кроме того, на сегодняшний день разра-

ботан некоторый математический аппарат для описания данных процессов 

[137, 148, 168, 225].  

Данный механизм пластического деформирования становится достаточно 

очевидным, если учесть сугубо релаксационную роль дезинтеграции или пла-

стической деформации. И, действительно, образование трещины – это диссипа-

ция (сброс) накопившейся энергии деформации. То есть, разрушаемая область, 

прежде чем “сдаться” (разрушиться), расходует все возможные энергетические 

ресурсы для недопустимости этого. Возможно, разворот структурных элемен-

тов в окрестности генеральной трещины и есть механизм оптимальной дисси-

пации накопившейся упругой энергии деформации. 

Запишем дифференциальное уравнение, определяющее закон изменения 

угла наклона функции пластического потенциала, с увеличением нормальных 

напряжений на площадке среза при пластическом деформировании, подобно 

уравнению (3.18): 

1

3
tg 0

4 2
n

n

d
C

d
k d

C
d

 


         


.                                (3.27) 

Уравнение (3.27) определяет динамику развития пластического деформи-

рования. Решение этого уравнения при тех же граничных условиях, что и для 

уравнения (3.18), и с учетом зависимостей (3.24) – (3.26) дает: 

   
 

1 2 cos1
1 sin sin ln

1 1 cos
nk kCk

C C
k k C

   
     

  
.                (3.28) 
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Примечательно, что предельной огибающей функции (3.28) является из-

вестный линейный критерий Кулона: 

1

0
lim tg

0 n
k

C


       
. 

Таким образом, критерий (3.28) теоретически определяет в координатной 

плоскости компонент напряжений на площадке среза начальную поверхность 

текучести или предел упругости (при 0k  ), поверхность пластического потен-

циала (при 0 1k  ), и некоторую предельно возможную поверхность, развер-

тывающуюся в линейную функцию критерия Кулона (при 1k  ). На рис. 3.5 

приведены характеристические поверхности пластического деформирования. 

 
 

Рис. 3.5. Поверхности пластического деформирования в координатной  
плоскости компонент напряжений на площадке среза 

 

Необходимо отметить, что элементарные акты разрушения в отдельных 

точках образца, происходят на протяжении всего процесса пластического де-

формирования, но на более низком масштабном (иерархическом) уровне, отно-
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сительно размеров образца. То есть линейное условие (критерий) прочности 

Кулона выполняется при любом коэффициенте k . Разница состоит лишь в сте-

пени участия минимального главного напряжения в обеспечении равновесия по 

площадкам среза и углах наклона этих локальных площадок. Возможно, син-

хронный разворот этих площадок приводит к их одинаковой ориентировке в 

пространстве на завершающей стадии разрушения, под углом равным углу ге-

неральной поверхности разрушения.  

Интересно сравнить аналитический критерий (3.24) с известными аналога-

ми. Рассмотрим один из широко распространенных эмпирических критериев  

прочности – критерий Хоека-Брауна, который для массива пород может быть 

представлен в общем виде [284]: 

3
1 3 сж

сж

σ
σ σ σ

σ

a

bm s
 

   
 

,                                (3.29) 

где 1 3,   – главные напряжения; bm  – константа Хоека-Брауна для породного 

массива; ,s a  – постоянные, учитывающие генезис и состояние (сплошность) 

породного массива.  

Как известно, предел прочности на одноосное сжатие может быть выражен 

через сцепление и угол внутреннего трения зависимостью: 

сжσ 2 tgω 2 tg +
4 2

C C
     

 
. 

Таким образом, используя данное выражение для ненарушенного (нетре-

щиноватого) массива, критерий (3.29) можно записать в следующем виде [284]:                  

1 3
1 3

σ
σ σ 2 tgω 1

2 tg

m
C

C
  


,                                   (3.30) 

где 14 33m  – постоянная. 

Рассмотрим аналитические критерии П. П. Баландина и Л. Я. Парчевского 

– А. Н. Шашенко [284]. В качестве механических характеристик в оба критерия 

входят пределы прочности на сжатие сжσ  и растяжение рσ , а эквивалентное 
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напряжение выражается через их отношение р сжσ /σ  .  Для идеально хруп-

ких материалов ( 0  ) критерий П. П. Баландина можно представить в виде: 

 1 3
1 3

σ 2σ
σ σ 2 tgω

2 tg
C

C


 


.                                    (3.31) 

Аналогично критерий Л. Я. Парчевского – А. Н. Шашенко будет иметь 

вид: 

 1 3
1 3

σ σ
σ σ 2 tgω

2 tg
C

C


 


.                                  (3.32) 

Несмотря на то, что критерий (3.30) является эмпирическим, критерии 

(3.31), (3.32) получены при алгебраическом преобразовании энергии формоиз-

менения, а критерий (3.24) получен строго аналитически из континуальных со-

ображений, они имеют идентичную структуру. Их общую зависимость можно 

представить в виде: 

 1 3 1 3σ σ 2 ,С f    , 

где  1 3σ ,σf – функция главных напряжений. 

 

3.4. Вариационный принцип дезинтеграции горных пород 

Во второй главе диссертации решена задача по определению наиболее сла-

бых поверхностей скольжения в однородных откосах (в континууме). Условие 

для нахождения данных поверхностей можно свести к следующей вариацион-

ной задаче (2.25), (2.36) (пределы интегрирования здесь и далее опущены за не-

надобностью): 

    
    

   

2, , , , 1

, , , , max.

A x y y y y x y y y dx

A x y y dS x y y dl

         

     


 



                     (3.33) 

где  , ,A x y y  − некоторая функция координат и производной функции поверх-

ности скольжения (разрушения);  , ,x y y  − некоторая функция;   − постоян-

ная, обеспечивающая условие предельного равновесия вдоль поверхности раз-
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рушения, то есть, определяющая размеры призмы, необходимые для разруше-

ния откоса, м; dS  − дифференциал площади; dl  − дифференциал дуги поверх-

ности скольжения (разрушения). 

Заметим, что выражение (3.33) можно представить как следующее вариа-

ционное уравнение [235]: 

 

 

 

 

, , , ,
0, или max

, , , ,

A x y y dS A x y y dS

x y y dl x y y dl

  
    

    

 
 

,                (3.34) 

где   − вариация функционалов или их функции. 

Вариационная задача (3.33) получена исходя из принципа возможных пе-

ремещений, который, как известно, является энергетическим. В этой связи, 

функция  , ,A x y y  представляет собой удельную работу объемных сил (удер-

живающих и сдвигающих) на возможном перемещении механической системы 

при сдвиговом разрушении (потенциал). По сути, функция  , ,A x y y  представ-

ляет собой удельную полную (с обратным знаком) потенциальную энергию де-

формации твердого тела (удельную работу), затрачиваемую на разрушение 

твердого тела (создание поверхности дезинтеграции, структуры). А функция 

 , ,x y y  является удельной работой поверхностных сил при разрушении, а по 

сути – удельной поверхностной энергией (работой) разрушения единицы пло-

щади на возможном перемещении системы при сдвиге по поверхности дезинте-

грации.  

Обобщая уравнение (3.34) на случай действия поверхностных нагрузок, 

запишем вариационный принцип дезинтеграции для случая сдвигового харак-

тера разрушения горных пород (твердого тела) в общем виде: 

     

 

, , , , , ,

max
2 , ,

N S

L

V x y y dn W x y y U x y y dS

x y y dl

     




 


,         (3.35) 

где A W U   − удельная работа объемных сдвигающих W  и удерживающих U  

сил на возможном перемещении системы при сдвиговой дезинтеграции (сдви-

говый потенциал отсека); V  − удельная работа поверхностных сил; 2  − 
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удельная поверхностная энергия разрушения единицы длины трещины при сре-

зе; dn  − элемент нагруженной поверхности тела.  

Коэффициент “2” в знаменателе (3.35) формален и показывает, что при 

разрушении тела (образование трещины) площадь образовавшейся поверхности 

в два раза превышает ту же площадь в сплошном теле, однако на наличие экс-

тремума выражения он не влияет. Кроме того, подразумевается, что потенци-

альной энергии достаточно для образования поверхностей дезинтеграции. 

Из принципа (3.35) следуют достаточно важные выводы. Если внешняя на-

грузка постоянна, а объемные силы отсутствуют или ими можно пренебречь, то 

в однородной среде поверхностями дезинтеграции будут являться плоскости. 

Примером являются дезинтеграция образца горной породы под нагрузкой, мас-

сива горных пород под действием тектонических напряжений. Отметим, что 

данный результат совпадает со статикой сыпучей среды, где первое и второе 

семейство характеристик, при отсутствии собственного веса, вырождаются в 

изогональные системы прямых. 

Рассмотрим случай, когда A  и  постоянны, а внешняя нагрузка отсутст-

вует. В этом случае решением вариационного уравнения (3.35), при отсутствии 

дополнительных условий, для объемной задачи является сфера, а в плоском 

случае – окружность. Данный результат следует из так называемой изопери-

метрической задачи (задача Дидоны) и закона ее взаимности. То есть, при фик-

сированной длине максимальную площадь оконтуривает окружность и наобо-

рот.  

Как известно капля воды в невесомости принимает сферическую форму, 

минимизируя посредством площади, энергию поверхностного натяжения. Дру-

гим примером является одиночный мыльный пузырь, также принимающий в 

полете форму шара. Согласно теореме Пуассона средняя кривизна поверхности 

раздела двух физических сред, находящихся в равновесии, пропорциональна 

разности давлений в этих средах (для пузыря разность давлений отлична от ну-

ля), тогда средняя кривизна постоянна и отлична от нуля. Мыльные пленки 

впервые подробно исследовал Плато, который вывел следующие правила: 1) 

три поверхности могут сходиться под углом только 120 ; 2) разграничивающие 

кривые обязаны встречаться только по четыре и только под углом примерно 
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109 градусов 28 минут – это углы, под которыми в правильном тетраэдре рас-

ходятся отрезки, соединяющие его центр с вершинами [285]. 

Шары, как экстремальные геометрические фигуры, не могут компактно за-

полнить предоставленное им трехмерное пространство. В этой связи дополни-

тельным условием к принципу (3.33), (3.34) и (3.35) может являться требование 

полного заполнения фигурами всего предоставленного им пространства. В слу-

чае отсутствия объемных сил и постоянстве внешних приходим к задаче Кель-

вина (Томсона), 1887 г. То есть, необходимо найти форму фигур с наименьши-

ми поверхностями, непрерывно заполняющими бесконечное пространство, при 

одинаковых и заданных объемах. Последним решением-приближением являет-

ся форма Уэйра-Фелана [286], для плоского случая решением, по-видимому, 

является система шестигранников, напоминающих пчелиные соты. При одина-

ковом числе сторон и равных периметрах, площадь правильного многоугольни-

ка больше, чем неправильного. Из двух правильных многоугольников с равны-

ми периметрами площадь больше у того многоугольника, у которого больше 

сторон.  

Постоянство A  и  означает их независимость от угла наклона сдвиговой 

площадки во всех точках поверхности дезинтеграции и ее постоянную кривиз-

ну. Используя зависимости (2.39), (3.2) или (3.24), (3.25), можно показать, что 

радиус кривизны поверхности сдвиговой дезинтеграции пропорционален раз-

ности главных напряжений (радиусу круга Мора) и обратно пропорционален 

объемной силе поля (объемному весу), которая создает данные предельные на-

пряжения: 

3/22

1 3
1 tg

tg tg
R

     
  

, 

где   − угол наклона площадки среза к минимальному главному напряжению, 

который в первом приближении можно принять равным / 4 / 2   . 

Таким образом, кривизна поверхности дезинтеграции является индикато-

ром вида напряженного состояния и его изменения в теле. Из данного выраже-

ния следует, что постоянная кривизна (радиус) означает постоянную разность 

главных напряжений или одноосное напряженное состояние в каждой точке. 
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Для идеально связных пород и материалов поверхностью дезинтеграции явля-

ется плоскость. Также следует, что чем прочнее материал, тем кривизна по-

верхности сдвиговой дезинтеграции меньше. 

То есть, используя принцип (3.35) и последнюю зависимость появляется 

возможность решать обратные задачи: по форме поверхностей сдвиговой де-

зинтеграции определять исходное напряженное состояние, а в случае известно-

го естественного поля напряжений – коэффициенты концентрации напряжений. 

Вернемся к вопросу разрушения откосов. Длительное время при расчете 

устойчивости откосов используется поверхность скольжения в виде дуги ок-

ружности. Как показано выше, каждый из трех участков поверхности скольже-

ния в однородных откосах в отдельности достаточно тесно описывается дугой 

окружности. Кроме того, обращает на себя внимание тот факт, что на первых 

двух участках (нижних) поверхность скольжения вогнутая, а на третьем (верх-

нем) – выпуклая, но все равно по форме достаточно близка к дуге некоторой 

окружности. Это связано с тем, что на третьем участке внутренние (межблоко-

вые) реакции ,E T  не совершают работы на перемещении. Таким образом, дан-

ный участок нужно ассоциировать с идеальной пластичностью. Но работа 

внутренних сил на перемещении при дезинтеграции подразумевает сложное 

(объемное) напряженное состояние, то есть повышенную потенциальную энер-

гию деформации. Таким образом, поверхностью дезинтеграции минимизиру-

ются площади (объемы) с пониженным потенциалом (пластические), и увели-

чиваются площади с повышенным потенциалом (перенапряженные, упругие, 

энергоемкие области), при этом минимизируется энергия, затрачиваемая на 

создание поверхностей дезинтеграции (их длина).  

Аналогично происходит формирование кольцеобразных перенапряженных 

зон вокруг подземных горных выработок (явление зональной дезинтеграции), 

где отдельные сдвиговые трещины своей совокупностью (ломаная линия, 

включающая сдвиговые и отрывные трещины) в зонах дезинтеграции оконту-

ривают повышенную энергию, минимизируя длину зон дезинтеграции. Но в 

силу того, что зоны дезинтеграции имеют мощность, минимизируется площадь 

зон дезинтеграции или пластических зон. 
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Морозов Е. М. [223] еще в 1961 году для условия равномерного двухосно-

го растяжения выдвигал условие минимизации длины периметра при охвате 

наибольшей возможной по условиям разрушения площади, в качестве принци-

па дезинтеграции. Однако, как показано выше, для условий сдвигового разру-

шения и сложного распределения энергии по объему, а также при наличии пла-

стических областей, данное условие имеет более сложный вид. 

Таким образом, исходя из выражений (3.34), (3.35) и их анализа следует, 

что в теле при дезинтеграции (диссипации энергии), происходит ее кластериза-

ция. То есть, поверхностями (зонами) дезинтеграции отсекается, по-

возможности, большее количество потенциальной энергии (сдвигового потен-

циала или возможной работы при сдвиге) реализуемой для их создания, и, на-

против, уменьшаются размеры пластических областей, при минимальном рас-

ходе (диссипации) энергии на процесс дезинтеграции.  

Примечательно, что для сыпучих горных пород, процесс дезинтеграции 

будет продиктован экстремумом числителя выражений (3.34) или (3.35), кото-

рый выражает ни что иное как принцип минимума полной энергии (принцип 

Лагранжа). 

Что касается вопроса физических предпосылок выполнения условий (3.34) 

и (3.35), то нужно признать, что это проблема будущих исследований. Если 

учесть, что энтропия является не только мерой хаоса, но и мерой качества энер-

гии, мерой ее концентрации и направленности, то неизбежность самоорганиза-

ции в природе можно вывести также из вариационного принципа минимума 

диссипации (рассеяния) энергии: если возможно множество сценариев проте-

кания процесса, согласных с законами сохранения и связями, наложенными на 

систему, то в реальности процесс протекает по сценарию, которому отвечает 

минимальное рассеяние энергии, то есть минимальный прирост энтропии. Дру-

гими словами, если в ходе процесса возможно образование упорядоченных ус-

тойчивых статических или динамических структур в локальных областях сис-

темы, то они обязательно возникнут, уменьшая тем самым суммарный прирост 

энтропии [287]. Впрочем, данный принцип пока не имеет математического вы-

ражения. 
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3.5. Фундаментальный параметр иерархии  
при дезинтеграции горных пород 

При пластическом деформировании и дезинтеграции твердых тел и горных 

пород их деление на части происходит по некоторым правилам или законам, 

при этом размеры блоков разных иерархических уровней образуют некоторый 

упорядоченный ряд [91, 93], согласованный с некоторой фундаментальной кон-

стантой. Как показывают исследования, эта фундаментальная постоянная про-

являет себя далеко не только в вопросах деструкции твердых тел.  

Одним из ярких явлений в геомеханике, подтверждающих закономерный 

характер дезинтеграции горных массивов, является зональная дезинтеграция 

горных пород вокруг горных выработок в сильнонапряженных горных масси-

вах, открытое сотрудниками ИГД СО РАН и др. в 80-х годах прошлого века. 

Исчерпывающий перечень литературных источников по данному явлению: [94 

– 98, 110 – 112, 118 – 124, 126 – 131]. Суть явления заключается в образовании 

вокруг горизонтальных выработок нескольких (в зависимости от уровня на-

пряжений) кольцевых или квазипараллельных выработке зон упругих и пласти-

ческих (разрушения) состояний горных пород, поочередно сменяющих друг 

друга.  

Прежде, чем перейти к обсуждению явления зональной дезинтеграции 

горных пород сделаем небольшое отступление. Дело в том, что с данным явле-

нием связаны и другие фундаментальные открытия и направления исследова-

ний его авторов в области нелинейной геомеханики. Его открытие послужило 

своего рода толчком к открытию других эффектов и объяснению некоторых на-

блюдаемых фактов из самых различных отраслей естествознания. К таковым, 

помимо эффекта зональной дезинтеграции горных пород вокруг выработок (по-

лостей), относятся: эффект самоорганизации искусственных (закладочных) 

массивов с образованием опорных ячеистых структур в виде пассивного ядра и 

активной несущей оболочки, эффект аномально низкого трения в геосредах, 

волны маятникового типа, явление когерентного излучения сейсмических и 

электромагнитных волн (квазирезонансный механизм трансформации упругой 

энергии очаговых зон концентрации напряжений в кинетическую энергию 
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движения геоблоков или структурных элементов) [95]. Проведенные исследо-

вания позволили ученым из ИГД СО РАН обосновать некоторые важнейшие 

фундаментальные константы. К таковым, в первую очередь, относится геоме-

ханический инвариант [112]: 

    20,5 2 10
     ,                                    (3.36) 

характеризующий отношение раскрытия трещин (под раскрытием трещин в 

общем случае понимается и ширина зон интенсивного дробления пород текто-

нических разломов) к размеру (диаметру) структурного элемента соответст-

вующего ранга (образовавшего его).  

 Другим важным геомеханическим показателем является параметр схло-

пывания полостей (горных выработок) в блочных средах   (отношение размера 

выработки к размеру структурного блока). При проведении физического моде-

лирования, оказалось, что данная величина изменяется в довольно узких преде-

лах [97]: 

7 9   . 

При 7   начинается весьма заметным образом развиваться процесс отно-

сительного проскальзывания блоков между собой, а при 9   полость теряет 

свою устойчивость: деформации исходного контура полости на порядок и более 

превышают гуковские [97]. По мнению авторов, данный критерий может быть 

использован для определения размеров блоков, которые будут возникать в ус-

ловиях близких к предельному, для данных пород, то есть к началу коллапси-

рования полости [97]. 

Впрочем, вернемся к явлению зональной дезинтеграции горных пород. 

Положение зон дезинтеграции пород относительно полости радиуса 0r  

подчиняется соотношению [97]: 

0 ; 0,1,2,....., ; 2i
ir r i N     ,                             (3.37) 

где ir  − значения радиуса до начала i -той зоны дезинтеграции от центра полос-

ти, м; N  − максимальное число зон дезинтеграции;   − масштабный фактор 

явления зональной дезинтеграции. 
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Соотношения (3.37) являются решениями следующей системы уравнений 

[97]: 

1 2

0 1 1

N

N

r r r

r r r 

    .                                           (3.38) 

При этом ширина i -той зоны дезинтеграции 

 0,05 0,11i ir r    .                                          (3.39) 

В работе [107] авторами приведен обзор исследований по вопросу зональ-

ной дезинтеграции и обобщены закономерности данного явления, приведем их. 

Зональный характер отрывного разрушения сильно сжатого массива вокруг 

подземных выработок был установлен в обширных натурных и лабораторных 

экспериментальных исследованиях в России и за рубежом. Зональная структура 

разрушения носит кольцевой замкнутый вокруг выработки характер. Основны-

ми свойствами зональной структуры разрушения являются повторение зонами 

контура выработки, чередование относительно ненарушенных (промежуточ-

ных) и разрушенных участков массива, увеличение числа зон с ростом глуби-

ны, отрывной характер трещин в них, угловое распространение трещин в зонах 

разрушения – и квазирадиальное в промежуточных зонах, протяженный харак-

тер зон в радиальном направлении, закономерное изменение радиальной про-

тяженности зон от контура выработки вглубь массива и другие. В промежуточ-

ных зонах массива установлено наличие высоких сжимающих напряжений, что 

является причиной дискования керна и закономерного уменьшения толщины 

дисков от краев к середине зон. Выявлено наличие разорванных (спиралевид-

ных) деформационных зон вокруг выработки в зоне надработки, движение по 

массиву участков относительного сжатия и растяжения, наличие «мертвых» 

деформационных зон – недеформирующихся участков массива. Деформации 

контура выработки могут определяться как разрыхлением, так и поворотом и 

сдвижением больших блоков пород [107]. Вместе с тем, по данным В. Н. Ревы 

[107], установлено закономерное уменьшение ширины зон дезинтеграции (тре-

щин) вглубь массива, что несколько противоречит зависимости (3.39). 

С вариационных позиций, факт наличия кольцеобразных зон достаточно 

просто объясним. Перенапряженный (ненарушенный) участок, с высоким по-
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тенциалом, с внутренней стороны оконтурен заданной границей зоны неупру-

гих деформаций – начальной зоной дезинтеграции, а внешняя граница не слу-

чайна и оконтуривает максимально возможную площадь, для аккумуляции в 

ней, по возможности, наибольшего количества потенциальной энергии (работа 

сдвигающих и удерживающих сил). Но внешняя граница ненарушенной облас-

ти, является внутренней границей следующей зоны дезинтеграции, ее внешняя 

граница формируется по принципу минимизации площади (длины) поверхно-

сти диссипации, конечно, с учетом распределения напряжений. Как видно, ус-

ловие минимизации поверхности диссипации выполняется для обеих границ. 

Описанные закономерности явления зональной дезинтеграции непосредственно 

следуют из принципа (3.34), (3.35). Здесь наблюдается полная аналогия с 

оползневыми явлениями в карьерах, т. е. с формированием призмы смещения 

(поверхности скольжения) в откосах. 

Наличие отрывных трещин параллельных контурам выработки, объясняет-

ся тем, что в объемном напряженном состоянии минимальное главное напря-

жение будет ориентировано субнормально к контуру выработки, соответствен-

но траектория наибольшего главного напряжения будет, на различном удале-

нии, повторять форму выработки, что при пластическом деформировании и 

приведет к образованию разрывных трещин. Этим же объясняется угловое 

(диагональное) распространение трещин в областях дезинтеграции, то есть ско-

ловые (сдвиговые) трещины залегают диагонально относительно главных сжи-

мающих напряжений.  

Исходя из выше представленной теории, можно выдвинуть гипотезу о ро-

тационном механизме образования зон дезинтеграции. Подобно тому, как 

структурный элемент оконтуривается и разворачивается в процессе пластиче-

ского деформирования, происходит разворот некоторой части пород, находя-

щихся в окрестности выработки, при усилении напряженного состояния размер 

ротационной области возрастает, что приводит к образованию новой зоны де-

зинтеграции. Замкнутость зон дезинтеграции указывает на ротационную при-

роду их образования. И, действительно, если бы трещины разрывного проис-

хождения были результатом проведения выработки, то есть разгрузки массива 
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и появления растягивающих напряжений, то в непосредственной близости от 

контура выработки наблюдались бы откольные явления с затуханием вглубь 

массива и образованием, лишь одной зоны дезинтеграции на контуре выработ-

ки. В действительности, выработка является лишь концентратором сдвиговых 

напряжений, а трещины отрыва имеют дилатансионную природу. В подтвер-

ждение сказанному приведем еще один любопытный довод. В работе [124] ав-

торы приводят эмпирическую зависимость для определения расстояния от кон-

тура выработки до наиболее удаленной зоны дезинтеграции, м: 

0
0

1 lnl r B A
  

       
,                                       (3.40) 

где 0r  − радиус выработки, м;   − действующее напряжение в нетронутом мас-

сиве, Па; 0  − прочность массива пород на сжатие; ,A B  − экспериментальные 

константы. 

Во-первых, очевидно, что при соответствующем подборе коэффициентов 

зависимость (3.40) будет также характеризовать расстояния до произвольной 

зоны дезинтеграции, а, во-вторых, она имеет идентичную, с разницей лишь в 

коэффициентах, структуру с полученными автором зависимостями для пре-

дельных напряжений в пластической фазе деформирования (3.21), (3.28). Едва 

ли, это можно считать случайным совпадением.  

Одним из фундаментальных свойств горного массива, впрочем, как и лю-

бой другой системы, является его иерархичность, обеспечивающая ему устой-

чивость и неуязвимость [287]. По-видимому, одним из первых на это свойство 

горного массива обратил внимание М. А. Садовский (1989), отметив при этом, 

что отношения размеров соседних уровней иерархии дают приблизительно од-

но и то же число (иерархическая постоянная деструкции), равное 3,5 [91, 93]. 

Согласно исследованиям по физике твердого тела С. Н. Журкова, В. С. Куксен-

ко и других (1977) [109], концентрационный критерий укрупнения трещин ра-

вен 3e  . Коэффициент линейного вложения блоков, по данным М. В. Курлени 

и В. Н. Опарина (1992-1994), в рамках геомеханических исследований, оцени-

вается значениями 2 − 5, например [97]. Астрофизическим аналогом, приведен-

ных выше параметров, характеризующих дезинтеграцию горных пород, являет-
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ся фундаментальный параметр иерархии или число А. М. Чечельницкого (1978 

– 1988), равный 3,66 [288 – 290]. 

Если предположить, что вся накопленная в некоторой области твердого те-

ла полная энергия полностью и без дополнительных притоков будет расходо-

ваться на создание новых поверхностей разрушения − свободное разрушение 

[125], то согласно закону сохранения энергии ( 2 l A S   ), отношение 

2 / /A S l   в вариационном принципе (3.33), (3.34) будет характеризовать ли-

нейный размер области, перпендикулярный вновь образованной сдвиговой 

трещине, достаточный для ее создания. Таким образом, используя зависимость 

(2.36), искомый размер определится зависимостью:  

22 1 tg2

tg tg
L

A

  
 

 
,                                          (3.41) 

где   − угол наклона площадки среза к минимальному главному напряжению; 

l   − некоторая постоянная для однородного массива величина, м. 

Подставим в уравнение (3.41) значение 
4 2

 
    и получим 

4 sin
4 2

L
     

 
.                                        (3.42) 

Очевидно, что величина   в формуле (3.42) представляет собой критиче-

ский размер образовывающейся структуры [125], зависящий от абсолютного 

значения подводимой упругой энергии. Таким образом, коэффициент вложения 

блоков (отношение размеров блоков соседних уровней иерархии или параметр 

иерархии) или критерий зарождения сдвиговых трещин в твердых телах: 

4sin
4 2

L         
.                                        (3.43) 

Перейдем к анализу выражения (3.43). Учитывая пределы изменения угла 

внутреннего трения, будем иметь: 

0 / 42,828 3,696    .                                 (3.44) 

Для осредненного значения отношений размеров блоков соседних рангов 

равного 3,5 по М. А. Садовскому, исходя из уравнения (3.43) имеем 32   , что 



 172

достаточно точно соответствует скальному массиву. Таким образом, формула 

(3.43) может быть использована для прогнозирования угла внутреннего трения 

трещиноватого горного массива. 

Другими словами образование трещин будет возможно только тогда, когда 

отношение расстояний между ними к их длине будет являться некоторой кон-

стантой, продиктованной законом сохранения энергии. Данный размер меж-

трещинного участка необходим для накопления в нем достаточной энергии для 

создания плоскости дезинтеграции заданного размера. Если размер больше, то 

и трещина будет длиннее, то есть соотношения (3.43) и (3.44) будут выполнять-

ся, конечно, в случае отсутствия рассеяния и притока энергии. 

Примечательно, что среднее значение  , из зависимости (3.44), весьма 

тесно связано с так называемым числом Фидия: Ф 1,618  (“Золотое сечение” 

или “Золотая пропорция”) – это есть такое деление единого целого на две части 

(1 и 0,618), при котором меньшая часть (ассоциированная со свободой выбора) 

относится к большей (ассоциированной с системными законами) так же, как 

большая часть относится к целому. Только те элементы системы, которые несут 

в себе “Золотое соотношение” между свободой выбора и закономерностью мо-

гут устойчиво существовать длительное время [287]. Итак, теоретическое сред-

нее 0 , согласно зависимости (3.44), с точностью менее 1%: 

0 2Ф  .                                                 (3.45) 

Угол внутреннего трения, являясь характеристикой пластичности и проч-

ности, конкретного физического смысла не имеет, так как во всех зависимо-

стях, прежде всего в критерии Кулона, выражается через коэффициент трения 

(внутреннего трения) tgf   . Тогда, с учетом вышесказанного, имеем любо-

пытную зависимость (точность которой составляет примерно 0,5%): 

1 tg32 Ф  .                                            (3.46) 

Возможно, уравнение (3.46) следует трактовать так: породы с углом внут-

реннего трения 32    и, соответствующим им параметром иерархии равным 

3,5 по М. А. Садовскому, наиболее устойчивы к внешним воздействиям. Следу-

ет отметить, что попытка привлечь число Фидия для обоснования границ зон 
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дезинтеграции вокруг горных выработок предпринималась ранее в работах 

[127, 128]. 

Анализ полученных результатов, в том числе и выражения (3.45), наталки-

вают на мысль о том, что масштабный фактор зональной дезинтеграции   [97] 

должен, каким-то образом, быть связан с параметром иерархии   при дезинте-

грации горных массивов, да и вообще иметь физический смысл. На взгляд ав-

тора, упомянутая связь выражается зависимостью: 

2sin
2 4 2

       
 

.                                       (3.47) 

И, действительно, у масштабного фактора (3.47) и параметра иерархии 

(3.43) появляется вполне явное и логическое толкование. Чем больше угол 

внутреннего трения, тем больше энергии тратится на создание новых поверхно-

стей (структур) данных размеров, а значит, межтрещинное расстояние также 

возрастает. Таким образом, физический смысл выражений (3.43) и (3.47) – по-

казатель диссипации энергии при создании поверхностей дезинтеграции. В 

средах, где диссипация энергии от внутреннего трения отсутствует, то есть 

0  , 2  , что соответствует величине (3.37) [97]. 

До сих пор речь шла о сдвиговом характере дезинтеграции и разрушения, 

однако, как указывалось выше, при сдвиговой пластической деформации воз-

никают дилатансионные разрывы, расстояния между которыми можно оценить 

по формуле: 

4
sin

4 2

L
R   

   
 

.                                         (3.48) 

Таким образом, для однородного и изотропного твердого тела, линейный 

коэффициент вложения (параметр иерархии) теоретически может составлять от 

2,82 до 4, соответственно параметр, характеризующий радиус дезинтеграции, 

от 1,41 до 2. Разумеется, неоднородность и анизотропия горного массива при-

ведут к некоторому разбросу относительно теоретических значений. 

М. В. Курленя и В. Н. Опарин предложили значительно расширить область 

использования зависимостей (3.36) – (3.39), применив их для обоснования 
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атомно-ионных радиусов и зон “неопределенностей” электронов химических 

элементов таблицы Д. И. Менделеева [110, 140], зон геодезинтеграции, их со-

поставления с разрезом Земли по Гуттенбергу и размеров литосферных плит, 

континентов, морей [97], стратификации недр Луны, Солнца и планетарных ра-

диусов Солнечной системы (закон Тициуса-Боде) [94]. 

Последовательность радиусов планетарных орбит приближенно описыва-

ется геометрической прогрессией. В первоначальной форме того закона радиус 

орбиты (в астрономических единицах) n -ой планеты (считая от Солнца) опре-

деляется формулой [291]: 

 0,4 0,3 2n
nR    ,                                           (3.49) 

где n   для Меркурия; 0n   для Венеры; 1n   для Земли; 2n   для Марса 

и далее. 

Позднее нашли, более лучшее, чем (3.49), приближение, которое дает про-

стая геометрическая прогрессия [291]: 

0 1,89n
nR R  ,                                               (3.50) 

где 0R  − постоянная. 

Кроме того, известно [94, 291], что отношение радиусов орбит соседних 

планет Солнечной системы лежит примерно в диапазоне:  

1,4 2   .                                                 (3.51) 

Заметим, что эмпирический коэффициент в формуле (3.50) с точностью 

около 2% совпадает с максимальным значением ( / 4 ) параметра (3.47) – 

1,85, а интервал изменения параметра (3.51) совпадает с интервалом изменения 

величины половинным значением параметра иерархии (радиусом).  

Примечательно, что зависимость (3.37), описывающая положение зон де-

зинтеграции вокруг выработок и зависимости (3.49), описывающие положение 

предпочтительных (доминантных, элитных) орбит планет солнечной системы 

задаются степенными законами с основаниями 2  и 2 . Кроме того, данные ве-

личины квантованы (меняются дискретно, порциями) по номерам зон i  и орбит 

n , то есть могут принимать только целочисленные значения. Здесь уместно 

вспомнить о квантовании боровских орбит, то есть радиусы боровских орбит 
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растут пропорционально квадратам целых чисел [292]. В данном случае закон 

показательный (квадратичный).  

Чечельницкий А. М. в рамках развиваемой им же концепции волновой 

Вселенной, то есть наблюдаемая Вселенная – это мир волновых динамических 

систем (атом, Солнечная система и так далее) при обосновании орбитальных 

расстояний, иерархий оболочек и элитных скоростей, рассматривал как квадра-

тичный закон Бора так и степенной, по основаниям 2  и 2  [289, 290].  

Таким образом, прослеживается полная аналогия процессов на микро и 

макроуровне.  

 
3.6. Сопоставление теоретических результатов 

и экспериментальных данных 

До сих пор мы не конкретизировали, что понимается под разрушением 

горных пород (образца) и какие этапы деформирования предшествуют ему. Под 

разрушением в данной работе будем понимать разделение (срез с полной поте-

рей сцепления) образца на две части по генеральной поверхности разрушения. 

На начальном этапе приложения нагрузок образец деформируется упруго, при 

некотором сочетании главных напряжений (предел упругости) и дальнейшем 

росте напряженного состояния, наступает фаза пластического деформирования. 

Пластическое деформирование разделяется на ветвь упрочнения и ветвь разу-

прочнения, которые разделяются максимумом несущей способности образца – 

пределом прочности горных пород. Упрочнение при пластическом деформиро-

вании, как правило, сопровождается дилатансией – общим приращением объе-

ма образца (внутренним разрыхлением). Однако, при увеличении бокового 

(гидростатического) обжатия образца 3  свыше некоторого характерного для 

данной породы значения, эффект дилатансии (увеличения объема) исчезает, а 

образец горной породы ведет себя как пластическая среда – угол среза стремит-

ся к 45 . При таком значении бокового обжатия объемная деформация прини-

мает максимальное значение. Для бурого угля критическим значением 3  явля-

ется 50 МПа, для НВО песчаника 100 МПа, а для мрамора 250 МПа [293]. В 
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этом случае на диаграмме “напряжение-деформация” исчезает максимум (пре-

дел прочности), то есть напряжение, достигнув при упрочнении определенной 

величины (предела прочности), становится постоянным (график параллелен оси 

деформации), подобно графику идеальной пластичности. Интенсивность дила-

тансии как на стадии упрочнения, так и разупрочнения примерно одинакова 

[293, 294]. При достижении ветвью разгрузки на диаграмме “напряжение-

деформация” некоторых значений напряжений стадия пластической деформа-

ции заканчивается, кривая выполаживается и становится параллельной оси де-

формаций, значение напряжения для этого участка соответствует остаточной 

прочности горной породы. В начале участка остаточной прочности дилатансия 

(объемные деформации) практически отсутствуют или имеют незначительные 

величины [293]. По данным испытаний на жесткой установке [293, 294] уста-

новлено, что разрушение всегда происходит в начале участка остаточной проч-

ности. После разрушения, деформация образца идет за счет скольжения друг 

относительно друга двух частей образца по образовавшейся шероховатой плос-

кости разрушения [293]. 

Авторами [192], на основе большого количества экспериментов, выделя-

ются три этапа деформирования пород. Первый этап упругого деформирования 

сопровождается увеличением деформаций в направлении максимального сжа-

тия и уменьшением объема образца. Второй дилатансионный этап сопровожда-

ется развитием трещин в образце, разрыхлением, увеличением объема и срав-

нительно быстрым увеличением диаметра. Третий этап эквиволюмиального те-

чения характеризуется постоянством объема, то есть приращения радиальных 

деформации равны половине приращения осевых деформаций. 

Необходимо понимать, что линейный критерий Кулона описывает теоре-

тическую прочность идеальных материалов на срез. Таким образом, для по-

строения паспорта прочности необходимо отбирать идеально одинаковые и од-

нородные (изотропные) образцы, что, разумеется, невозможно в принципе. 

Кроме того, прямая, описываемая критерием Кулона, является предельной. То 

есть любое несоответствие вышеупомянутым требованиям, в процессе испыта-
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ния, будет приводить к тому, что координаты точки строящегося паспорта бу-

дут заведомо ниже кулоновской прямой. Что, в свою очередь, будет приводить 

к нелинейности паспорта прочности.  

Авторы [192] указывают, что, по-видимому, для всех материалов сущест-

вует некоторый абсолютный предел касательных напряжений, к которому 

должна асимптотически приближаться огибающая, который определяется 

прочностью атомных связей. Уровень этих предельных напряжений весьма 

различен. Так, для карбонатных пород средней прочности типа мрамора силь-

ное выполаживание огибающей наблюдается уже при боковых давлениях 

2800 1200 кгс /см . У глинистых и соляных пород еще при меньших давлениях. 

В то же время у крепких изверженных и метаморфических пород предельный 

уровень касательных напряжений чрезвычайно высок (более 240 тс /см ), в 

обычных горнотехнических условиях напряженного состояния массива не дос-

тигается и технически недоступен большинству имеющихся испытательных 

устройств. Из рис. 3.5 также следует выполаживание огибающих с ростом на-

пряжений, причем резкое выполаживание для кривых с меньшим значением k  

приурочено к меньшим значениям нормальных напряжений и наоборот. 

Различные исследователи при пластическом деформировании и разруше-

нии образцов наблюдают площадки сдвига, ориентированные весьма разнооб-

разно относительно приложения нагрузки. Так, авторы [205] наблюдали углы 

отклонения площадок среза от направления наибольшего главного сжимающе-

го напряжения на величины от 45  при выходе условий предельного напряжен-

ного состояния в горизонтальное положение (условие чистого сдвига) до 

18 20   при изменении напряженного состояния от чистого сдвига до состоя-

ния близкого к одноосному сжатию. Таким образом, углы площадок среза к 

наименьшему главному напряжению, для некоторых видов напряженного со-

стояния могут превышать значение 
4 2

 
 . Кроме того, авторами указывается 

на увеличение упомянутого угла вплоть до 45  при увеличении от опыта к опы-
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ту минимального главного напряжения. А. Надаи [197] со ссылкой на Т. Кар-

мана и Р. Бёкера приводит данные по измерению угла между площадками сдви-

га со стороны действия наибольшего сжимающего напряжения. Вследствие 

значительной пластической деформации угол, измеряемый в конце испытаний, 

отличается от угла, получающегося в момент возникновения поверхностей 

скольжения, поэтому приходилось вводить поправки. При пластическом со-

стоянии мрамора эти углы увеличиваются от 53  при отсутствии гидростатиче-

ского давления (одноосное сжатие) до 73  при боковом давлении 685 атм. Опы-

ты показали, что низкому давлению соответствует хрупкое поведение материа-

ла, а высокому давлению – пластическое, с углом скольжения, достигающим 

90 . Также указывается, что данный угол, в общем случае, зависит не только от 

рода материала (пластичный, хрупкий), но также от значений главных напря-

жений и степени упрочнения. Одинцев В. Н. [282] выделяет четыре вида раз-

рушений, в зависимости от величины наименьшего главного напряжения (рис. 

3.6). При очень малых значениях бокового обжатия (менее 1 МПа) развивается 

первый вид разрушения, представляющий собой отрывные трещины парал-

лельные действию наибольшего сжимающего напряжения. Второй вид разру-

шения имеет место при более высоких значениях боковых сжимающих напря-

жений (1 – 7 МПа). В конечной стадии разрушения происходит сдвиг по доста-

точно крутым поверхностям. При значительных боковых сжимающих нагруз-

ках (10 – 45 МПа), разрушение происходит вдоль единственной плоскости 

сдвига (третий вид), которая содержит зону мелкозернистого дробления, при 

этом плоскость сдвига более сильно отклонена от вертикали в сравнении со 

вторым случаем. Разрушение четвертого типа отвечает пластическому разру-

шению и происходит при значительных боковых нагрузках (более 45 МПа) (см. 

рис. 3.6) [282]. 

Также указывается, что угол наклона поверхности разрушения для одной и 

той же породы различен в зависимости от соотношений главных напряжений 

[282]. 
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Рис. 3.6. Разрушение образцов при различных значениях бокового обжатия [282] 

 

Обнаружение в раздавленных образцах трещин отрыва параллельных мак-

симальному сжимающему напряжению [205, 282], и теоретическое обоснова-

ние данного явления с позиции  концепции геодезических линий [221], очень 

просто и логично объясняется дилатансией, то есть поперечным расширением с 

увеличением объема. Именно данные трещины, согласно предлагаемой теории, 

и являются причиной снижения нормального напряжения на площадке среза. 

Таким образом, сдвиговая пластичность всегда сопровождается разрывными 

процессами. Яркий пример – образование трещины отрыва при формировании 

призмы смещения в откосе. 

В работе [295] приведены результаты уникальных экспериментальных ис-

следований прочности и деформируемости горных пород, а также некоторых 

искусственных материалов (цемент, бетон и т. д.). Исследования проводились 

на установке пропорционального нагружения. Исследования выполнены в ус-

ловиях объемного напряженного состояния при 1 2 3     . В результате по-

лучены наибольшие главные напряжения на пределе упругости у
1  и на пределе 

прочности п
1  для различных значений параметра 3 1/c    . Результаты экспе-

риментов для горных пород и искусственных материалов с наиболее предста-

вительным интервалом значений c  приведены в табл. 3.1. По этим данным бы-

ли вычислены минимальные главные напряжения на пределе упругости у
3  и 

3, МПа
0 71 45

I II III IV
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пределе прочности п
3  (см. табл. 3.1). Общее количество испытанных проб со-

ставило 637. Кроме того, в данной работе приведены значения величин сцепле-

ния и углов внутреннего трения при 0c  , необходимые для построения теоре-

тических зависимостей (3.24) (см. табл. 3.1).  

Таблица 3.1 

Экспериментальные и расчетные значения главных напряжений  
на пределах упругости и прочности 

3

1




 п
1 ,МПа %  у

1 ,МПа п
3 ,МПа у

3 ,МПа ,град  ,МПаC

Талькохлорит (количество проб – 98) 
0,0 94,5 6,7 78,0   35 24 

0,069 132,0 4,0 94,0 9,1 6,5   
0,116 142,0 3,6 102,5 16,5 11,9   
0,178 173,0 4,5 120,0 30,8 21,4   
0,233 234,0 5,3 130,0 54,5 30,3   
0,322 279,0 4,3 200,0 89,8 64,4   
0,407 382,0 4,0 246,0 155,5 100,1   
0,510 548,0 6,9 300,0 279,5 153   

Мрамор 1 (количество проб – 47) 
0,0 116 7,4 85   31 34 

0,069 171 8,3 125 11,8 8,6   
0,116 189 5,6 138 21,9 16   
0,178 290,5 12,3 180 51,7 32   
0,232 694,5 19,2 258 161 59,9   
0,313 1160 6,4 400 363 125   
0,405 1288 0,6 500 522 203   
0,515 1767 2,9 600 910 309   

Мрамор II (количество проб – 110)  
0,0 76,5 3,9 60   31 24 

0,069 111,5 8,2 86 7,7 5,9   
0,116 145,2 5,9 100 16,8 11,6   
0,178 146,2 5,8 115 26 20,5   
0,232 285 13,2 145 66,1 33,6   
0,321 515 15,6 180 165 57,8   
0,408 712 31,5 200 290 81,6   
0,508 852 45,5 280 333 142   

Диабаз (количество проб – 33) 
0,0 202 6,6 170   55 34 

0,068 436,5 8,3 340 29,7 23,1   
0,116 610 9,2 346 70,8 40,1   
0,182 610 7,4 502 111 91,3   
0,227 909,5 12,3 550 206 125   

Песчаник выбросоопасный (количество проб – 41) 
0,0 122 11,6 100   34 35 

0,069 285,6 6,903 213 19,7 14,7   
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Продолжение табл. 3.1
0,116 439,5 6,8 248 51 28,8   
0,178 609,8 11,5 400 109 71,2   
0,227 988,2 19,4 654 224 178   

Песчаник, не опасный по выбросам (количество проб – 49) 
0,0 144 21,1 120   43 36 

0,069 263 23,3 213 18,1 14,7   
0,116 405,9 19,3 302 47 35   
0,178 502,9 23,4 370 89,5 65,9   
0,227 1041 16,5 650 236 148   

Песчаник Д-8 (количество проб – 19) 
0,0 134 11,4 105   35 35 

0,069 224,5 3,3 160 15,5 11   
0,116 292,5 2,9 171 33,9 19,8   
0,176 473 7,9 312 83,2 54,9   
0,232 731 4 384 169,6 89,1   
0,321 -  600  192,6   

Известняк Д-6 (количество проб – 18) 
0,0 184,5 7,3 155   51 34 

0,069 220 5,9 176 15,2 12,1   
0,116 405 6,2 250 47 29,1   
0,185 524 1,8 370 97 68,5   
0,233 809 1,5 430 188,5 100,2   

Песчаник П-04 (количество проб – 33) 
0,0 75 7,4 45   40 17 

0,069 134 3,0 85 9,2 5,9   
0,116 207,5 5,3 120 24,1 13,9   
0,178 283 4,2 177,5 50,4 31,6   
0,232 398 2,9 253 92,3 58,7   
0,322 424 3,7 424 136,5 136,5   

Уголь (количество проб – 30) 
0,0 64 5,2 45   41 15,5 

0,071 93 5,8 81 6,6 5,75   
0,116 99 15,1 86 11,5 9,98   
0,20 91,5 18,7 80 18,3 16   
0,233 159 17,0 - 37,8 -   

Диабаз 5,7 (количество проб – 23) 
0,0 179,7 13,3 143   50 36 

0,069 214,6 11,2 190 14,8 13,1   
0,116 391,3 14,7 300 45,4 34,8   
0,175 584,2 6,4 400 102,2 70   
0,227 677,6 4,2 520 153,8 118   

Диорит 11 (количество проб – 15) 
0,0 368 5,6 357   56 60 

0,068 613 17,9 426 41,7 29   
0,116 817 5,2 600 94,8 69,6   
0,175 940,5 3,0 702 164,6 122,9   
0,227 1085,5 30,4 860 246,4 195,22   

Известняк (Эстонсланец) (количество проб – 23) 
0,0 79,2 6,7 56,6   42 19 
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Окончание табл. 3.1
0,07 122,1 4,6 80 8,5 5,6   
0,116 132,4 6,6 100 15,4 11,6   
0,192 170,6 5,7 120 32,8 23   
0,245 245 8,3 170 60 41,7   
0,322 372 8,3 195 120 62,8   

Каменная соль (количество проб – 18) 
0,0 33 10,2    50 60 

0,085 46 2,0 42 3,9 3,6   
0,116 57,6 1,7 46 6,7 5,3   
0,208 72,8 2,0 48 15,1 10   
0,238 95,8 7,6 50 22,8 11,9   

Бетон (количество проб – 18) 
0,0 93 8,0 85   35 26 
0,07 137,5 10,4 113 9,63 7,91   
0,116 131 2,3 103 15,2 11,9   
0,20 206 4,2 125 41,2 25   
0,238 271,5 14,8 168 64,6 40   

Цемент (количество проб – 22)  
0,0 116 10,0 95   20 40 
0,07 139 7,5 100 9,73 7   
0,116 134,5 4,8 102,5 15,6 11,9   
0,20 154 11,0 124 30,8 24,8   
0,238 245 4,9 168 58,3 40   

Кварцевый диорит Д-2 (количество проб – 23) 
0,0 238,5 12,8 180   43 52 

0,068 496,5 10,6 350 33,8 23,8   
0,116 530,5 4,9 360 61,5 41,8   
0,176 806,0 15,4 670 142 118   
0,227 1503,5 12,4 870 341 197   

Фойяит (количество проб – 17) 
0,0 130 17 106   35 36 

0,069 217 20,1 172 15 11,9   
0,116 517 29 430 60 49,9   
0,175 723 10,7 560 126,5 98   
0,227 1158,5 19,4 870 263 197,5   

 
Используя данные табл. 3.1, а также зависимость (3.24) построены графики 

(рис. 3.7 – 3.24) теоретических поверхностей: начальная поверхность текучести 

(предел упругости) 0k  , предельная поверхность (предел прочности) 1k  . 

Точками на графиках представлены экспериментальные данные (зеленые квад-

раты – пределы упругости, красные круги – пределы прочности). Кроме того, 

определены ориентировочные значения параметра k , соответствующие экспе-

риментальным значениям для пределов упругости и прочности, их графики 

также изображены на рисунках соответственно зеленым и красным цветами. 
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В работе Kiyoo Mogi [296] обобщены данные экспериментальных исследо-

ваний (Karman (1911), Handin & Hager (1957), Paterson (1958), Mogi (1954, 1965) 

и др.) прочности горных пород при трехосном (объемном) напряженном со-

стоянии. Результаты данных исследований, отвечающие условию 1 2 3     , 

представлены в табл. 3.2.  

Таблица 3.2 

Экспериментальные значения главных напряжений  
на пределе прочности  

п
1 ,МПа  п

3 ,МПа  ,град  ,МПаC п
1 ,МПа п

3 ,МПа ,град  ,МПаC

Доломит Мрамор 
265 0 43,4 57 82 0 45,6 16,8 
258 0   118 6   
400 25   140 12,5   
487 45   243 40   
540 60   Гранит 
568 65   226 0 60 31,5 
620 85   232 0   
682 105   50 20   
725 125   692 40   

Известняк 841 70   
310 0 38,7 74,3 79 70   
397 20   1003 100   
449 40   1023 100   
446 40   1138 150   
473 60   1198 150   
528 80   1301 200   

Андезит 1398 200   
140 0 59 19,4 1438 200   
349 16   1388 200   
364 20   1334 200   
552 40   1497 230   
671 70   Монацит 
806 100   236 0 65 25 
875 110   232 0   
881 130   339 5   

Трахит 504 20   
100 0 47 20 583 40   
196 15   571 40   
259 30   600 40   
302 45   718 80   
341 60   742 80   
368 75   794 80   
437 100   943 140   

    981 140   
    1107 200   
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Сцепление и угол внутреннего трения (см. табл. 3.2) рассчитаны, исполь-

зуя первые две пары главных напряжений для каждого наименования горной 

породы. Отметим, что некоторые полученные значения угла внутреннего тре-

ния, превышают значение 45  (см. табл. 3.2), что является некорректным, одна-

ко эти значения все же были использованы для построения предельных поверх-

ностей. 

Используя данные табл. 3.2 и зависимость (3.24) для каждой горной поро-

ды построены теоретические поверхности текучести ( 0k  ) и предельные по-

верхности ( 1k  ), а также нанесены точки (красный круг), отвечающие значе-

ниям пределов прочности, согласно экспериментальным данным (рис. 3.25 – 

3.31). Так же, как и в предыдущем случае, подобраны ориентировочные значе-

ния параметра k , отвечающие наилучшей аппроксимации экспериментальных 

данных зависимостью (3.24). Их графики также приводятся (см. рис. 3.25 – 

3.31). Из работы [296] непонятно при каком виде нагружения (простом (про-

порциональном) или сложном) производились испытания. С другой стороны, в 

работе А. Н. Ставрогина и А. Г. Протосени [295], при исследованиях на гидрав-

лических установках простого и сложного нагружения (ГУПН и ГУСН) дока-

зывается независимость пределов упругости и прочности от вида нагружения. 

   
Рис. 3.7. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Бетон  
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Рис. 3.8. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Известняк (Эстонсланец)  
 

 

 

 
Рис. 3.9. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Каменная соль 
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Рис. 3.10. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Мрамор 1 

 
Рис. 3.11. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Мрамор 2 
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Рис. 3.12. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Талькохлорит 
 

 

 

 
Рис. 3.13. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Уголь 
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Рис. 3.14. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Цемент 

 

 

 
Рис. 3.15. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Фойяит 

 

1,МПа

3,МПа

300

0k 

1k 

100

200100

п 0,5k 

1,МПа

3,МПа

300

0k 

1k 

300

900600

600

1200



 189

 
Рис. 3.16. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Кварцевый диорит Д-2 

 

 

 
Рис. 3.17. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Диабаз 5, 7 
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Рис. 3.18. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Диабаз 

 

 

 

 
Рис. 3.19. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Диорит 11 
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Рис. 3.20. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Известняк Д-6 

 

 
Рис. 3.21. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Песчаник выбросоопасный 
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Рис. 3.22. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Песчаник не опасный по выбросам 

 

 
Рис. 3.23. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Песчаник Д-8 
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Рис. 3.24. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Песчаник П-04 

 

 

 
Рис. 3.25. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Доломит 
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Рис. 3.26. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Известняк 

 

Рис. 3.27. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  
и поверхности текучести. Мрамор 

 

Рис. 3.28. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  
и поверхности текучести. Андезит 
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Рис. 3.29. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  
и поверхности текучести. Гранит 

 

 
Рис. 3.30. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Монацит 
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Рис. 3.31. Теоретические и экспериментальные предельные поверхности  

и поверхности текучести. Трахит 

 

В табл. 3.3 приведены сводные данные (см. рис. 3.7 – 3.31), содержащие 

значения параметра упрочнения k  на пределе упругости и пределе прочности.  

Таблица 3.3 

Сводные экспериментальные данные по прочности горных пород 

k  
№ 
п/п 

Наименование 
горной породы сж , МПа ,град на пределе 

упругости 
на пределе 
прочности  

Данные Ставрогина А.Н.  
1 Бетон 93 35 0 0,5 
2 Известняк (Эстонсланец) 79,2 42 0 0,3 
3 Каменная соль 33 50 0 0,2 
4 Мрамор 1 116 31 0,2 1 
5 Мрамор II 76,5 31 0 1 
6 Талькохлорит 94,5 35 0 0,65 
7 Уголь 64 41 0 0,2 
8 Цемент 116 20 0 0,5 
9 Фойяит 130 35 1 1 
10 Кварцевый диорит Д-2 239 43 0,5 0,65 
11 Диабаз 5,7 180 50 0,2 0,3            
12 Диабаз 202 55 0,2 0,3 
13 Диорит 11 368 56 0,1 0,3 
14 Известняк Д-6 185 51 0,1 0,3 
15 Песчаник выбросоопасный 122 34 1 1 

16 
Песчаник не опасный по вы-
бросам (НВО песчаник) 

144 43 0,5 0,65 

17 Песчаник Д-8 134 35 0,5 1 
18 Песчаник П-04 75 40 0,5 1 

Данные Kiyoo Mogi 
19 Доломит 265 43  0,65 
20 Известняк 310 39  0,6 

1,МПа

100

0k 

1k 100

300200 400

3,МПа
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Продолжение табл. 3.3
21 Мрамор 82 45  0,6 
22 Андезит 140 59  0,5 
23 Гранит 226 60  0,4 
24 Монацит 236 65  0,2 
25 Трахит 100 47  1 

 

Сделаем ряд замечаний. Уравнение (3.24) определяет теоретический пре-

дел упругости при 0k   и теоретический предел прочности при 1k  . Данное 

уравнение получено аналитическим способом из условия сплошности среды, 

обладающей трением и сцеплением. Элементарные акты разрушения происхо-

дят все время пластического деформирования (стадии упрочнения и разупроч-

нения), для упрочнения теоретически 0 1k  . Напряжение 1  в опытах [295] 

определялось косвенно, а предел упругости графическим методом. 

Анализ графиков (см. рис. 3.7 – 3.31) и табл. 3.3 позволяет сделать сле-

дующие выводы. 

1. Практически все значения пределов прочности и упругости попали в 

теоретический интервал 0 1k  , что является очень важным, ведь как понятие 

предел прочности, так и предел упругости связываются с образованием трещин 

(микроразрушений).  

2. Во всех случаях экспериментальные данные для пределов упругости и 

пределов прочности, достаточно адекватно описываются уравнением (3.24) для 

различных значений параметра упрочнения k  (см. рис. 3.7 – 3.31).  

3. Пластическое деформирование всех без исключения рассматриваемых 

горных пород и других материалов происходило в двух режимах, которые 

можно условно назвать упругопластическим (см. рис. 3.7 – 3.14) и хрупким (см. 

рис. 3.15 – 3.24). Для упругопластического режима характерен переход в пла-

стическую фазу деформирования при значении параметра упрочнения k  близ-

ким к нулю и выход на предел прочности при 0,2 1k  . Для хрупкого режима 

характерно очень близкое (в пределах точности определений) расположение 

поверхностей, характеризующих предел упругости и предел прочности, то есть 

их совпадение. Таким образом, можно утверждать, что предлагаемая функция 
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начальной поверхности текучести (предела упругости) при срезе (уравнение 

(3.24) при 0k  ) горных пород, у которых данный предел вообще существует, 

то есть не совпадает с пределом прочности (идеально хрупкие породы), под-

тверждается экспериментальными данными (см. рис. 3.7 – 3.14).  

4. При превышении некоторых значений гидростатических напряжений 

2 3    (как отмечалось выше для разных пород этот предел различен), пре-

дельная поверхность для горных пород определяется не значениями параметра 

упрочнения 0,2 1k  , а тем же уравнением (3.24) но при 0k  , более точно – 

графиком параллельным начальной поверхности текучести (см. рис. 3.10, 3.11, 

3.12, 3.19, 3.24, 3.30, 3.31). То есть при пластическом деформировании началь-

ная поверхность текучести (3.24) при 0k   как бы расширяется. В этом случае 

упрочнение происходит без заметного увеличения объема испытываемого об-

разца (дилатансии). Точка перехода с одного закона упрочнения на другой со-

ответствует максимуму объемной деформации или дилатансионных изменений 

(рис. 3.32). Поверхность текучести (3.24) ( 0k  ) при ее использовании в каче-

стве функции пластического потенциала, будет прогнозировать затухание пла-

стической деформации с ростом бокового напряжения (см. рис. 3.32), поверх-

ность текучести с непрерывно растущим параметром упрочнения k  большим 

нуля прогнозирует ее рост. При таком значении бокового обжатия образцов на 

диаграмме в координатах “напряжение – деформация” исчезает максимум, со-

ответствующий пределу прочности горной породы (рис. 3.33). В этом случае 

величина напряжения достигает некоторого значения (в данном примере 100 

МПа) (см. рис. 3.33) и деформируется на данном уровне напряжений, а понятие 

остаточной прочности утрачивается. Таким образом, предельная поверхность 

становится параллельной поверхности идеальной пластичности (среда Рейса-

Прандтля) (см. рис. 3.33), которая, в свою очередь, определяется в осях главных 

напряжений уравнением (3.24) при 0k  . 

5. Итак, выше мы выделили три режима пластического деформирования и 

разрушения, которые условно будем называть упругопластическим, хрупким и 

пластическим. В первых двух случаях, наибольшее главное напряжение 1 , 
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достигнув предельной поверхности (предела прочности) начинает снижаться 

(разупрочнение), а пластические деформации при этом продолжают расти. Раз-

рушение (разделение на две части), произойдет на поверхности, характеризую-

щей остаточную прочность. При пластическом или квазипластическом харак-

тере деформирования и разрушения, наибольшее главное напряжение 1  дос-

тигнув предельной поверхности не изменяется с ростом пластических дефор-

маций, вплоть до разрушения. 

 
Рис. 3.32. Зависимость объемной деформации расширения мрамора  

от бокового давления [294] 
 

 
Рис. 3.33. Диаграмма деформирования бурого угля [293] 
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6. Параметр упрочнения k  на пределе прочности оказался равным единице 

(до определенного значения напряжений) примерно в 30% случаях, в остальных 

случаях он принимал несколько меньшие значения, тем не менее, не ниже 0,2. 

Его среднее значение по всей выборке составило 0,6. Данный факт достаточно 

просто объясним. Дело в том, что уравнение (3.24) получено при условии 

сплошности среды во время пластического деформирования, в действительно-

сти же материал (горная порода) теряет свою сплошность при развитии процес-

са дилатансии. Подтверждением сказанному, является хорошее совпадение тео-

ретических и экспериментальных данных для пределов упругости горных по-

род и искусственных материалов (см. рис. 3.7 – 3.14). Ведь до предела упруго-

сти материал является сплошным. В этой связи, большее отклонение параметра 

упрочнения k  от единицы может свидетельствовать о большем разуплотнении 

материала, то есть о большем несоответствии горной породы сплошной среде. 

Напротив, отклонение экспериментальных данных пределов упругости в сто-

рону занижения 1  (в рассматриваемых опытах такого отклонения практически 

не наблюдалось) может свидетельствовать о начальной неоднородности мате-

риала (горной породы) – несоответствие сплошной среде. Отклонение в сторо-

ну повышения 1  говорит о том, что пластическая деформация идет без каких-

либо изменений структуры образца, а значит, ничем не отличается от упругой 

деформации. Для таких горных пород пределы упругости и прочности практи-

чески совпадают (см. рис. 3.15 – 3.24), такие горные породы близки к идеально 

хрупким. Таким образом, отклонения теоретических и экспериментальных дан-

ных для параметра упрочнения может служить показателем сплошности или 

структурной нарушенности горных пород. 

7. По-видимому, теоретическое представление пластически деформирую-

щейся горной породы сплошной средой приводит к “замедлению” процесса уп-

рочнения, то есть практический предел прочности достигается при значениях 

k , несколько меньших единицы. Степень данного несоответствия определяется 

степенью несоответствия деформирующегося образца сплошной среде. 
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8. Как указывалось выше, при 1k   уравнение (3.28) переходит в линей-

ный критерий Кулона. Таким образом, критерий Кулона можно трактовать как 

критерий прочности на срез для идеально однородного тела. Другими словами, 

нелинейность истинной (экспериментальной) огибающей (паспорту прочности) 

придает неоднородность (поры, микротрещины, включения и т. д.). Авторы 

[293] выделяют целый ряд эффектов, вызванных неоднородностью, и отмечают 

следующее. Горные породы чаще всего представляют конгломерат связанных 

между собой различных зерен, что приводит к неоднородности свойств. Неод-

нородность является важной характеристикой горных пород. Количественные и 

качественные проявления фактора неоднородности особенно сильны при на-

пряжениях, превышающих предел упругости. Ввиду неоднородности горных 

пород проявляются следующие эффекты: 1) сильное повышение прочности по-

род с ростом бокового давления; 2) увеличение пластичности с ростом боково-

го давления; 3) увеличение объема при осевом сжатии (эффект разрыхления) с 

ростом бокового давления и наличие максимума эффекта разрыхленности при 

определенной для данной породы величине бокового давления; 4) зависимость 

коэффициента поперечной остаточной деформации от величины бокового дав-

ления, при этом величина коэффициента достигает нескольких, а иногда десят-

ков единиц (при пластическом характере разрушения стремится к 0,5); 5) зави-

симость угла ориентировки плоскостей скольжения (линий Чернова-Людерса) 

относительно главных осей от величины бокового давления; 6) падение напря-

жений после перехода за предел прочности (в запредельной области); 7) нали-

чие остаточной прочности в запредельной области [293]. 

9. Близость параметров упрочнения k  на пределе упругости и пределе 

прочности, а также их общее стремление к единице ( у п 1k k  ), может служить 

относительным критерием удароопасности горных пород. Второе условие под-

разумевает наличие большой емкости для накопления потенциальной энергии 

деформации, а первое – низкую степень ее рассеяния в процессе упрочнения до 

предела прочности, в момент, когда происходит динамическое разрушение.  
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Таким образом, сопоставление теоретических результатов и результатов 

экспериментальных исследований показывает, что критерий пластичности и 

разрушения (3.24) адекватно описывает предельные поверхности и поверхности 

текучести для различных значений параметра k . При этом установлено, что для 

пород, обладающих выраженным пределом упругости, последний определяется 

уравнением (3.24) при у 0k  . Фактическое значение параметра упрочнения k  

на пределе прочности для разных пород варьируется в пределах п0,2 1k  , 

данное значение определяет степень разупрочнения при пластическом дефор-

мировании, и, по-видимому, связано с конкретными особенностями горных по-

род (структура, форма и размеры зерен и т. д.). Его значение для конкретных 

горных пород рекомендуется определять экспериментально. Соотношения и 

значения параметра k  на пределе упругости и пределе прочности могут слу-

жить показателем удароопасности горных пород.  

На рис. 3.34 приведены графики, характеризующие изменения объемной и 

главных деформаций, в пластической фазе деформирования. Участок (I) харак-

теризует фазу упрочнения, II-ой участок – разупрочнения, а III-ий  участок опи-

сывает деформирования породы после полной потери сцепления, то есть оста-

точную прочность горной породы. Как следует из графиков, эффект дилатансии 

при выходе на участок остаточной прочности практически изчезает.  

Участок деформации от предела упругости до предела прочности характе-

ризуется однородностью деформации по всему объему образца. На пределе 

прочности однородность деформации прекращается. Процесс локализуется на 

наиболее слабых плоскостях сдвига, остальные плоскости из процесса исклю-

чаются, что приводит к уменьшению сечения образца, а, следовательно, к сни-

жению общего усилия, необходимого для продолжения деформации. Отсюда и 

образуется максимум на диаграмме. Далее процесс продолжается при постоян-

но снижающейся нагрузке до полной потери сцепления по генеральной плоско-

сти среза и выхода на участок остаточной прочности, где деформация пред-

ставляет собой скольжение с трением частей образца как целых по шерохова-

той плоскости разрушения. Разрушение образца по одной поверхности не озна-
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чает, что все время работала только одна плоскость, дело лишь в том, что она 

впоследствии оказалась наиболее слабой. Остальные плоскости пришли в со-

стояние очень близкое к полной потере связности, что подтверждается рассы-

панием в руках на мелкие части оставшихся частей образца при незначитель-

ном воздействии [294].  

 
Рис. 3.34. Графики зависимостей главных пластических деформаций (а) и  

приращения объемной пластической деформации от осевой деформации сжатия (б) [293] 
 

Обращает на себя внимание тот факт, что на стадии упрочнения и разу-

прочнения графики деформирования имеют линейный характер и практически 

одинаковый наклон к оси п
1 . Это позволило авторам [293 – 295] сделать вывод, 

что механизм деформирования на данных стадиях остается одним и тем же. 

Тангенс угла наклона этих графиков (см. рис. 3.34 а) к оси п
1  равен коэффици-

енту поперечной остаточной (пластической) деформации [293 – 295]: 
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Очевидно, что значения коэффициента  , превышающие единицу, харак-

теризуют, так называемый, коэффициент дилатансии [192], определяющий сте-

пень объемных деформаций. В табл. 3.4 приведены экспериментальные [295] и 

расчетные (используются зависимости (3.2) и (3.14)) значения данных коэффи-

циентов.  

Таблица 3.4 

Экспериментальные значения коэффициента остаточной поперечной 
деформации и расчетные значения коэффициента дилатансии  

на пределе упругости 

№ п/п 
Наименование 

породы 
3

1




 
п
3
п
1


 



п
3
п
1 0k

d

d 

 
 
 

 1 sin 

0,07 0,6 – – 
0,116 0,5 – – 
0,20 0,4 – – 

1 Бетон 

0,238 0,24 – – 
0,07 0,6 – – 
0,116 0,59 – – 
0,192 0,44 – – 
0,245 0,34 – – 

2 Известняк (Эстонсланец) 

0,322 0,41 – – 
0,085 0,67 – – 
0,116 0,58 – – 
0,208 0,57 – – 

3 Каменная соль 

0,238 0,53 – – 
0,069 1,463 1,505 
0,116 1,48 1,479 
0,178 0,795 – 
0,232 1,22 1,342 
0,313 1,293 1,268 
0,405 0,648 – 

4 Мрамор 1 

0,515 0,482 – 

1,515 

0,069 1,295 1,511 
0,116 1,26 1,473 
0,178 1,036 1,439 
0,232 1,205 1,387 
0,321 0,908 – 
0,408 0,555 – 

5 Мрамор II 

0,508 – – 

1,515 

0,069 1,8 1,567 
0,116 1,11 1,540 
0,178 1,205 1,490 
0,233 0,83 – 
0,322 0,61 – 
0,407 0,519 – 

6 

Талькохлорит 

0,510 0,574 – 

1,574 
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Продолжение табл. 3.4
0,071 1,18 1,585 1,656 
0,116 1,2 1,563 
0,20 0,68 – 

 7 Уголь 

0,238 − – – 
0,07 0,39 – – 
0,116 0,30 – – 
0,20 0,32 – – 

8 Цемент 

0,238 0,16 – – 
0,069 0,79 – 
0,116 1,3 1,297 
0,175 0,98 – 

9 Фойяит 

0,227 0,87 – 

1,574 

0,068 1,04 1,528 
0,116 1,19 1,519 
0,176 1,28 1,349 

10 Кварцевый диорит Д-2 

0,227 0,97 – 

1,682 

0,069 0,88 – 
0,116 1,56 1,564 
0,175 1,56 1,462 

11 Диабаз 5,7 

0,227 0,67 – 

1,766 

0,068 1,37 1,576 
0,116 2,03 1,568 
0,182 0,63 – 

12 Диабаз 

0,227 0,945 – 

1,819 

0,068 1,68 1,775 
0,116 1,08 1,594 
0,175 0,57 – 

13 Диорит 11 

0,227 1,12 1,458 

1,829 

0,069 1,25 1,832 
0,116 1,02 1,637 
0,185 0,81 – 

14 Известняк Д-6 

0,233 1,19 1,435 

1,777 

0,069 2,29 1,426 
0,116 1,5 1,390 
0,178 1,76 1,296 

15 Песчаник выбросоопасный 

0,227 0,667 – 

1,559 

0,069 1,81 1,575 
0,116 1,14 1,458 
0,178 0,953 – 

16 
Песчаник не опасный по выбросам  
(НВО песчаник) 

0,227 0,762 – 

1,682 

0,069 2,29 1,519 
0,116 4,15 1,499 
0,176 1,32 1,352 
0,232 1,335 1,312 

17 Песчаник Д-8 

0,321 − – 

1,574 

0,069 4,9 1,583 
0,116 3,9 1,468 
0,178 1,1 1,367 

18 Песчаник П-04 

0,232 0,95 – 

1,643 
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Таким образом, с учетом погрешностей определения предельных значений 

напряжений, продольных и поперечных значений деформаций, сцепления и уг-

ла внутреннего трения горных пород, соответствие экспериментальных и рас-

четных значений коэффициентов дилатансии весьма удовлетворительное. Кро-

ме  того, обращают на себя внимание незакономерные колебания эксперимен-

тальных значений коэффициента поперечной деформации с ростом бокового 

обжатия образца, что говорит об очень серьезной изменчивости структуры и 

свойств образцов, то есть неравноточности испытаний. Отклонения экспери-

ментальных значений коэффициентов от расчетных коэффициентов не носят 

систематического характера, они имеют разные знаки. Следует отметить, что 

если бы мы использовали в качестве поверхности пластического потенциала 

уравнение (3.24) при 1k  , или, так называемый, ассоциированный закон пла-

стического течения, то различия в коэффициентах, практически для каждой по-

роды, составили бы сотни процентов.  

Таким образом, для практических расчетов пластических деформаций (уп-

ругопластическая модель), в качестве функции (поверхности) пластического 

потенциала рекомендуется использовать критерий (3.2).  

  

3.7. Обобщение и анализ результатов 

Полученные в данной главе результаты теоретических исследований [297 – 

299] нуждаются в анализе и обобщении, в том числе, в связи с их сопоставле-

нием с результатами экспериментальных исследований. Необходимо дать более 

“приземленные” разъяснения по некоторым результатам исследований. 

Критерий пластического деформирования 

 Теоретически, параметр упрочнения k  в критерии (3.24) можно предста-

вить следующим образом: 

   

п п
3 1/

1 sin / 1 sin

d d
k

 


     
,                                     (3.52) 



 207

где п п
1 3,d d   − приращения пластических деформаций по главным осям (скоро-

сти деформаций). 

Действительно, знаменатель выражения (3.52) определяет максимально 

возможный коэффициент дилатансии при пластическом деформировании (ас-

социированный закон пластического течения). Тогда, если теоретически рас-

сматривать зависимость (3.24) не только в качестве поверхности текучести, но 

и в качестве пластического потенциала, при увеличивающемся параметре уп-

рочнения, то на пределе прочности выражение (3.52) станет равным единице. 

То есть, в процессе упрочнения коэффициент дилатансии теоретически должен 

возрастать. В действительности же (экспериментальные данные), коэффициент 

дилатансии в процессе упрочнения, и даже на запредельной ветви деформации 

остается примерно постоянным (см. рис. 3.34). В табл. 3.4 приведены экспери-

ментальные, теоретические (зависимость (3.2)) и аппроксимированные зависи-

мостью (3.17) значения коэффициентов дилатансии. Теоретические значения 

коэффициента дилатансии рассчитывались по формуле 

п п
3 1

1

1
/

tg
1

tg
1

d d

C

  





. 

Как видно из табл. 3.4 в качестве приближенного значения коэффициента 

дилатансии может выступать зависимость (3.17), которая определяет верхнюю 

грань расчетных (формула 3.2) значений коэффициентов дилатансии. Примем, 

что на пределе прочности коэффициент дилатансии определяется формулой 

(3.17), тогда зависимость (3.52) будет иметь вид: 

1 sink    .                                             (3.53) 

Таким образом, с учетом формул (3.53) и (3.24), приближенное значение 

предела прочности горных пород при срезе определится зависимостью:  

  31
3 1

tg 1 sintg
σ σ 2 1 1C

C C

          
  

.                (3.54) 
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Сопоставление зависимости (3.24) с экспериментальными данными пока-

зывает, что для горных пород и искусственных материалов с пластическим ха-

рактером разрушения ( у 0k  ) формула (3.54) достаточно хорошо описывает 

предел прочности, а для хрупких материалов ( у п0,2; 0,3k k  ) формула (3.54) 

определяет предел упругости. Однако заметим, что для хрупких горных пород 

предел упругости и предел прочности очень близки друг к другу. Оговоримся, 

что разделение горных пород на хрупкие и пластичные, с использованием 

у п;k k , достаточно условное. И вообще, разделение значениями коэффициента 

упрочнения k  пространства между теоретическим пределом упругости ( у 0k  ) 

и пределом прочности ( п 1k  ) крайне нелинейное. Так, значения напряжений 

при 0k   и 0,5k   будут отличаться весьма существенно, а при  0,5k   и 1k  , 

уже не так значительно (см. рис. 3.7 – 3.31). Поэтому сравнение эксперимен-

тальных и теоретических данных по значениям коэффициента упрочнения не 

корректно. 

Итак, подведем некоторый итог. Для определения соотношений между 

главными напряжениями при разрушении сплошной среды, обладающей трени-

ем и сцеплением, в предельном равновесии (выполняется критерий Кулона), 

рассматривалось равновесие вертикального откоса. Таким образом, наибольшее 

главное напряжение 1  моделировалось объемным весом горных пород, а по 

вертикальной грани откоса отыскивалось такое распределение минимальной 

компоненты 3 , при котором будет выполняться предельное равновесие. Таким 

образом, всю поверхность скольжения можно представить себе состоящей из 

образцов, находящихся в предельном равновесии, но при различных соотноше-

ниях главных напряжений. В основе всей расчетной схемы лежит линейный 

критерий Кулона, то есть он выполняется в каждой точке поверхности сколь-

жения. Предварительно было доказано, что поверхность скольжения, обеспечи-

вающая максимальную разность между сдвигающими и удерживающими сила-

ми на возможном перемещении всей призмы смещения (то есть наиболее сла-

бая), а также обобщенная сила, формируются из условия отсутствия работы 
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межблоковых реакций (внутренних сил) на возможном перемещении системы 

(призмы смещения) при сдвиге. Что трактуется как идеальная пластичность. 

Таким образом, получен критерий (3.2), связывающий компоненты главных на-

пряжений для идеально пластического материала или, определяющий начало 

пластических деформаций. Согласно критерию (3.2) угол наклона площадки 

среза к минимальному главному напряжению зависит от напряженного состоя-

ния: 

1tg
tg 1

C



  . 

Но согласно критерию Кулона, данный угол должен быть равен 
4 2

 
 . Это оз-

начает, что в пластической области нормальное напряжение на площадке среза 

n  определяется несколько иначе. И, действительно, для того, чтобы из крите-

рия (3.2) в координатной плоскости 1 3,   получить критерий Кулона в коорди-

натной плоскости ,n  , необходимо положить  

 

2
1

1 3

σ σ cos ;

1
sin 2 .

2

n  

     
  

Заметим, что в общем случае (например, сплошное упругое тело) 

2 2
1 3σ σ cos σ sinn     . Такому различию в механизмах передачи воздействия 

от приложенного напряжения 3  существует вполне логичное физическое тол-

кование, оно обосновывается расширением материала при пластическом де-

формировании в направлении действия минимального главного напряжения 3  

− дилатансией. Этим обосновывается различие углов наклона площадок среза. 

Таким образом, для идеальной пластичности существует некоторая своя функ-

ция  n   при которой на площадках, отклоненных от минимального главного 

напряжения на угол 1tg
arctg 1

C


 , выполняется критерий Кулона, то есть при 

таком соотношении ,n   начинается пластическая деформация. Данную функ-
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цию можно назвать паспортом пластичности горных пород. Легко проверить, 

что наиболее слабая площадка расположена под углом 1tg
arctg 1

C


 . Для 

этого необходимо составить условие Кулона ( tgn C    ) при 2
1σ σ cosn   , 

взять производную по  , приравнять нулю и решить полученное уравнение со-

вместно с (3.2) относительно  . Условия пластичности и прочности теоретиче-

ски совпадают при 1k  . 

Для дальнейших рассуждений вспомним, в порядке аналогии, понятия 

обычного и специального предельного равновесий. Пусть в точке с напряжен-

ным состоянием 1 3,   имеются поверхности ослабления с прочностными ха-

рактеристиками отличными (меньшими) от характеристик ненарушенного ма-

териала. Для ненарушенного материала угол наклона площадки среза будет ра-

вен 
4 2

 
  (обычное предельное равновесие). Необходимо определить углы от-

клонения площадок среза с меньшими прочностными характеристиками (усло-

вие специального предельного равновесия) при условии, что при заданном тен-

зоре напряжений по всем данным площадкам будет выполнен критерий Кулона 

(оба условия предельного равновесия). Задача по отысканию  n   для идеаль-

ной пластичности идентична данной задаче. Отличием является то, что вместо 

поверхностей ослабления мы имеем среду с несколько иным механизмом пере-

дачи на площадку среза силового воздействия от напряжения 3 , но это не 

принципиально, кроме того,  здесь нам необходимо решить обратную задачу. 

Если в первом случае мы отыскиваем угол, на который будут отклоняться пло-

щадки с меньшими прочностными характеристиками (паспорт прочности с ха-

рактеристиками ,C  ) от площадки с углом 
4 2

 
  (угол излома), то теперь мы 

отыскиваем наоборот функцию паспорта пластичности (поверхность текуче-

сти), отвечающую за несоответствие 1tg
1

C


  и tg
4 2

   
 

. Другими слова-

ми, какой должна быть  функция  n   в идеально пластической среде, чтобы 
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при одном и том же тензоре напряжений 1 3,   в пластической среде возникали 

площадки под углом 1tg
arctg 1

C


 , а в непластической, под углом 
4 2

 
 . Для 

этого требуем равенства нулю угла излома (3.18). Решением данного диффе-

ренциального уравнения является функция (3.21), отвечающая условию иде-

альной пластичности или начало пластической деформации.  

Таким образом, пластическую среду (в данном случае идеально пластиче-

скую) можно рассматривать как среду с иными прочностными характеристика-

ми (иная огибающая), в данном случае, углом внутреннего трения.  

Абсолютно идентичными рассуждениями руководствуемся при выводе 

уравнения (3.28), определяющего условие пластичности на стадии упрочнения 

( 0k  ).   

Сопоставление теоретических и экспериментальных данных показывает, 

что для некоторых материалов и горных пород, предел прочности достигается 

при значениях параметра упрочнения несколько меньших единицы ( 1k  ). На 

рис. 3.35 приведены экспериментальные данные предельных значений напря-

жений на площадке сдвига для некоторых искусственных материалов и горных 

пород [295] (красные кружки), а также их аппроксимация с использованием 

уравнения (3.28), при различных значениях параметра упрочнения (красная 

сплошная линия). Как видно из графиков, уравнение (3.28) весьма точно опи-

сывает экспериментальные данные. Однако теперь мы подошли к очень прин-

ципиальному моменту. Дело в том, что предельные экспериментальные значе-

ния напряжений на площадке среза получены построением паспорта прочности 

[295] с использованием кругов Мора. То есть, принципиально важно, что ком-

поненты напряжений ,n   непосредственно в эксперименте не измерялись, а 

получены косвенно. В процессе эксперимента [295] непосредственно определя-

лись главные напряжения 1 3,  , используя которые (в плоскости главных на-

пряжений), выше определены значения параметра упрочнения k , соответст-

вующие предельным экспериментальным значениям главных напряжений, при-

ближенно определяемые уравнением (3.53). 
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Рис. 3.35. Теоретические и экспериментальные паспорта прочности 
а – бетон; б – известняк (Эстонсланец); в – каменная соль; г – мрамор 1; д – мрамор 2;  
е – талькохлорит; ж – уголь; з – диабаз 5,7; и – диабаз; к – диорит 11; л – известняк Д-6;  

м – песчаник П-04 
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На рис. 3.35 приведены (черная сплошная линия) паспорта прочности, по-

строенные с использованием уравнений (3.28) и (3.53), то есть с использовани-

ем экспериментальных значений параметра упрочнения k , определенных в 

плоскости 1 3,  . Однако их сопоставление с экспериментальными графиками 

(см. рис. 3.35) (красные точки) показывает существенное несоответствие (при 

одинаковых характеристиках ,C  ), что, тем не менее, объяснимо. И, действи-

тельно, на рис. 3.36 приведены паспорта прочности, построенные по результа-

там стабилометрических испытаний и испытаниями на косой срез.  

 
Рис. 3.36. Результаты испытания магнезита методом косого среза [192] 

 

Паспорт прочности на косой срез ограничивает значительно меньшую область 

прочности, нежели его аналог при объемном испытании. Парадокс заключается 

в том, что при стабилометрических испытаниях определяются предельные 

главные напряжения 1 3,  , а паспорт строится в осях ,n  , при косом срезе 

определяются предельные компоненты ,n  , и паспорт прочности строится в 

этих же осях и отражает фактические экспериментальные данные. В этой связи, 

несоответствие данных паспортов прочности может быть объяснено только не-

корректным пересчетом предельных главных напряжений 1 3,   в систему ко-
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ординат ,n  . Неточность заключается в том, что при пересчете используются 

уравнения (3.26) с параметром упрочнения равным единице ( 1k  ), в действи-

тельности, он не всегда (не для всех горных пород) на пределе прочности равен 

единице.  

Таким образом, паспорта прочности, построенные по значениям коэффи-

циентов упрочнения k , определенных в плоскости 1 3,   (см. рис. 3.35) (черные 

линии), отражают связь между напряжениями на площадке среза ,n   при их 

непосредственном определении. Заметим также, что параметры прочности ,C   

от вида данной кривой не зависят, так как на начальной стадии данные паспор-

та совпадают.  

 

Разворот структурных элементов при пластическом деформировании 

Изменение угла наклона наиболее опасной площадки среза в зависимости 

от величины действующих напряжений в пластической фазе деформирования 

может трактоваться по-разному.  

1. В каждой конкретной точке весь период упрочнения непрерывно обра-

зовываются разноориентированные сколовые трещины, заполняя непрерывный 

числовой ряд значений. 

2. В начале пластической деформации, или на ее каких либо этапах, обра-

зовываются сколовые трещины, их ориентировка зависит от уровня напряжен-

ного состояния или степени упрочнения, которые при дальнейшем упрочнении 

разворачиваются на определенные углы, соответствующие предельному со-

стоянию материала.   

При выполнении первого условия, после проведения эксперимента наблю-

дались бы разноориентированные сколовые трещины или зоны массированной 

дезинтеграции, чего в действительности не наблюдается. Кроме того в этом 

случае остается неясным механизм диссипации энергии. А вот примеров разво-

рота структурных элементов в процессе пластического деформирования в лите-

ратуре приводится достаточно много, причем для различных масштабных 

уровней деформаций [81, 137, 140, 141, 146, 148, 168, 210 – 215, 225]. Поэтому в 
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дальнейшем зависимость критического угла площадки сдвига от напряженного 

состояния, интерпретируется как разворот данной площадки (структурного эле-

мента) в поле изменяющегося тензора напряжений. Сразу необходимо отме-

тить, что имеется некоторая принципиальная сложность. Непонятно с чем ассо-

циировать ротационное движение при пластическом деформировании   и ее 

скорость, со стесненным поворотом, численно равным половине угла поворота 

вертикальной грани элементарного параллелепипеда (угловая деформация в 

механике сплошной среды), либо со свободным поворотом. Фрагментирование 

и повороты зерен при пластическом течении обусловливаются и стесненным, и 

свободным поворотами (деформация кристалла плюс его поворот как целого). 

По-видимому, ротационное движение элементов следует больше связывать со 

свободным поворотом. Техника отделения свободной ротации от стесненной 

недостаточно ясна [283]. 

Таким образом, согласно уравнениям (3.2), (3.6), максимальный теоретиче-

ский угол разворота структурного элемента в процессе упрочнения выразится 

зависимостью: 

нач
1

max
tg

arctg 1
4 2C

        
 

,                               (3.55) 

где нач
1  − наибольшее главное напряжение соответствующее выходу материа-

ла в пластическое состояние.  

Из уравнения (3.55) следует, что при увеличении начального напряженно-

го состояния, максимальный разворот элементов при пластическом деформиро-

вании увеличивается. Чисто теоретически максимальный разворот может со-

ставлять угол 
4 2

 
 , однако рост максимального угла разворота от уровня на-

пряженного состояния достаточно незначителен. Так, при 30    и значениях 

нач
1 сж/ 2, 3, 4, 5   , имеем приблизительные значения соответственно 

5, 9, 11, 13   . Как отмечают авторы [283], возможность кристаллографиче-
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ских поворотов на угол 10 20   была известна уже в конце 20-х годов (прошло-

го века). 

Текущий угол разворота структурного элемента с учетом зависимостей 

(3.24) и (3.25) может быть представлен через величины напряжений в виде: 

 нач
11

1 3

2 tgtg
arctg 1 arctg

C

C

 
   

  
.                    (3.56) 

Первое слагаемое в (3.56), строго говоря, в динамической постановке явля-

ется постоянной. Продифференцировав дважды по времени выражение (3.56), 

посредством теоремы об изменении кинетического момента можно определить 

момент пары сил, действующий на структурный элемент при пластическом де-

формировании (собственный момент блока). Собственный момент блока может 

быть использован для построения, например, моделей нелинейных волн раз-

ломно-блоковых сред (см. выше (1.9), (1.11), (1.12)), или при совершенствова-

нии, так называемой, среды Коссера – моментной теории пластичности. 

Поворот структурных элементов в процессе пластического деформирова-

ния, на взгляд автора, является весьма информативным параметром. Данное яв-

ление может использоваться для определения ориентировки и значений компо-

нент главных напряжений в естественных условиях. Значения углов поворота 

могут являться параметром, характеризующим степень пластической деформа-

ции, то есть определять время до разрушения – прогноз землетрясений или раз-

рушения других сооружений. 

Таким образом, в начале пластической деформации на некотором расстоя-

нии друг от друга образуются площадки среза под углом  , определяемым 

уравнениями (3.2), (3.6). В процессе пластического деформирования происхо-

дит разворот этих площадок (структурных элементов), по-видимому, с образо-

ванием новых поверхностей среза и их идентичным разворотом. Когда углы 

наклона площадок к минимальному главному напряжению станут равными 

4 2

 
  (возможно несколько большими), происходит формирование генераль-

ной поверхности (трещины) разрушения, заключающееся в концентрации пло-



 220

щадок среза вдоль генерального разлома, которое заканчивается разрушением 

образца. Таким образом, сколовые трещины пластического происхождения, 

возможно, служат не сплошными сонаправленными поверхностями ослабления 

в генеральной поверхности разрушения. То есть, процесс пластического де-

формирования в этом смысле отличается от разрушения различной ориенти-

ровкой и протяженностью площадок среза. Если к моменту полного упрочне-

ния материал уплотнился до степени межмолекулярного взаимодействия (про-

падает трение между берегами трещин или пор), то он будет разрушаться как 

пластическая среда. 

 

Теория предельного напряженного состояния 

Рассмотрим вопрос идеальной пластичности – жесткопластическая модель. 

В геомеханике данный подход носит название метода предельного напряжен-

ного состояния или статики сыпучей среды. Данный метод подразумевает вы-

полнение предельного условия (Кулона) в каждой точке рассматриваемой об-

ласти. Однако, как было доказано выше, площадки среза могут возникать за-

долго до наступления условия предельного равновесия, при этом они имеют 

углы к минимальному главному напряжению, превышающие значение 
4 2

 
 , 

то есть углы наклона поверхностей скольжения также могут превышать данное 

значение. Именно в этом автор видит основную методологическую неточность 

метода предельного напряженного состояния в постановке Кеттера, Соколов-

ского, Голушкевича и др. 

Рассмотрим плоское напряженное состояние в окрестности некоторой точ-

ки напряженного тела (рис. 3.37). 

Определим напряжения на площадке, отклоненной от оси x  на угол  , в 

случае упругой стадии деформирования материала: 

2 2σ cos cos sinσ sin
σ σ sin cos sin2 ;

/sin /cos /sin /cos
y yx xyx

n x y xy

dx dy dxdy

dy dx dy dx

    
        

   
sin sin coscos

sin 2 cos2
/ cos / sin / sin / cos 2

y yx xy y xx
xy

dx dy dxdy

dx dy dy dx

         
         

   
. 
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Таким образом 

2 2σ σ sin cos sin 2 ;

sin 2 cos2 .
2

n x y xy

y x
xy

       

  
     

                          (3.57) 

 
Рис. 3.37. Плоское напряженное состояние в окрестности точки 

 

Главные напряжения выражаются через компоненты плоского тензора сле-

дующим образом: 

2
1 2

3 2 2
x y x y

xy

       
        

.                            (3.58) 

При пластическом деформировании материала, механизм передачи напря-

жений на площадку среза более сложный (см. выше). Выразим главные напря-

жения через компоненты плоского тензора напряжений, для этого каждую ком-

поненту превращаем в силу (умножаем напряжение на элемент площади, на ко-

торую действует), проецируем ее на одну из главных осей и делим на элемент 

площади главной площадки. После этого подставляем главные напряжения в 

формулы (3.26): 

x

y

x

y

yx

xy

1

3







n
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   

   

  
     

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

σ cos sin sin cos σ

sin sin cos cos

sin 2 sin cos ;

cos 2 sin 2 sin 2 sin 2 .
2

n x

y

xy

y x
xy

k

k

k

          
           
        

  
         

           (3.59) 

Итак, для получения системы уравнений метода предельного напряженно-

го состояния к уравнениям равновесия (2.1) необходимо, вместо (2.2), добавить 

уравнение (3.24), предварительно выразив в нем главные напряжения через 

плоские компоненты. Угол отклонения главных площадок от координатных 

осей    определяется из второго уравнения (3.59), а угол наклона площадки 

среза к минимальному главному напряжению   из уравнения (3.25). В разре-

шающее уравнение будет входить параметр упрочнения k , который может 

принимать любые значения от 0 до 1, в отличие от условия (2.2), где всегда 

1k  , что соответствует критическому углу равному 
4 2

 
 . 

 

Выводы по главе 3 

Во второй главе было показано, что поверхность разрушения подчиняется 

при своем формировании тем же законам преломления, что и свет – подобие 

принципа Ферма. Другими словами, природа при установлении траектории 

распространения света и выборе поверхности разрушения тела действует еди-

нообразно. Свет, распространяясь из точки в точку, согласно принципу Ферма, 

отыскивает такую траекторию, на прохождение которой он затратит меньше 

времени. Фейнман Р. по данному вопросу высказывается следующим образом 

[300]. Но как удается свету выбрать свой путь? “Вынюхивает” он, что ли, со-

седние пути и сравнивает потом друг с другом? В некотором смысле так и про-

исходит. Эту способность света нельзя понять в рамках геометрической оптики, 

поскольку она связана с понятием длины волны. Длина волны, грубо говоря, 

есть тот отрезок впереди лежащего пути, который свет может “почувствовать” 

и сравнить с соседними путями [300]. Таким образом, мы приблизились к древ-
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нему философскому утверждению о дуальности мира (инь и ян) – корпускуляр-

но-волновой дуализм. В квантовой механике он был сформулирован Н. Бором 

как принцип дополнительности, гласящий, что понять явление можно только 

применив для этого взаимоисключающие классы понятий, которые могут ис-

пользоваться обособленно в зависимости от конкретных условий, но только 

взятые вместе дают полное знание о данном явлении. Это одно из самых фун-

даментальных положений современной физики [287].  

Сказанное выше позволяет выдвинуть гипотезу, что дезинтеграция твердо-

го тела в процессе пластической деформации, предшествующая разрушению, 

то есть образование структурных элементов, имеет целью “вынюхать” где энер-

гетически выгоднее осуществить генеральный разлом – окончательное разру-

шение, а размеры структурных блоков ассоциировать с длиной волны. 

В работе [301] Гареев Ф. А. пишет. Рассмотрим систему кровообращения 

человека. Утверждается, что общая длина кровеносных сосудов человека, 

включая капилляры, больше удвоенного расстояния между Землей и Луной и 

сердце перегоняет через себя более 5 литров крови за минуту. Удивительно эф-

фективное устройство. Поразительно, только в 1994 г. профессором Захаровым 

В. было обнаружено, что кровообращение в кровеносных сосудах имеет лами-

нарно-спиральный (винтовой) характер. Другими словами, кровь при своем 

движении вперед еще вдобавок и вращается. При этом было показано, что бо-

лее тяжелые и крупные частицы крови расположены около центра кровеносных 

сосудов, а далее с увеличением расстояния от центра расположены более мел-

кие и легкие частицы. Если это так, то природа изобрела очень экономный спо-

соб транспортировки вещества, более легкие и мелкие частицы крови находятся 

у стенок кровеносных сосудов, а самые тяжелые частицы дальше от стенок, тем 

самым обеспечивая минимальную потерю потребляемой энергии для транспор-

тировки крови. Дело в том, что любые движения в жидкости всегда сопровож-

дается трением и это трение максимально у стенок кровеносных сосудов. По-

местив наиболее легкие и мелкие частицы у стенок сосудов, а самые тяжелые 

дальше от стенок, природа тем самым, воспользовалась условием минимально-
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сти трения потока крови. И это еще не все. Все знают, что забивать гвоздь в де-

рево нелегко, однако буравчик входит в дерево без видимых усилий – вот вто-

рая физическая причина минимальности трения – и кровь течет по правилу бу-

равчика, а именно, по винтовой линии. Представляется, что если есть исток и 

сток, то движение между истоком и стоком должно всегда происходить по вин-

товой линии. Если это так, то это означает, что такой тип движения должен 

быть универсальным и происходить с минимальной потерей энергии. Действи-

тельно, рост многих кристаллов, форма макромолекул белков и ДНК, движения 

жидкостей и газов в живых организмах, а также форма галактик напоминает 

форму вихрей. Если предположить как рабочую гипотезу, что волны света и 

частицы движутся по винтовой линии так же, как частицы крови в кровеносных 

сосудах, то тогда корпускулярно-волновой дуализм получает простое объясне-

ние. Поступательное движение луча или частицы по винтовой линии вперед со-

ответствует траектории луча или частицы, а поперечные движения – волновому 

фронту. Так достигается единое описание волн и частиц. Таким образом, мы 

приходим к выводу, что принцип Гамильтона гомологичен принципу Ферма. 

Мы уже говорили, что принцип Ферма утверждает, что луч света для своего 

распространения выбирает кратчайшее время. Если это так, то это может озна-

чать, что динамические системы имеют стабильные элитные орбиты с мини-

мальными периодами. Такие минимальные периоды обращения по замкнутым 

траекториям являются для периодических иерархических систем характерными 

величинами, они квантованы (как в микро-, так и макромире) и соизмеримы 

[301].  

Вопрос о том, как частица находит только правильную траекторию с ми-

нимальным значением действия на ней и как луч света выбирает кратчайшее 

время и минимальное значение действия, остается открытым. Действительно, 

принцип минимального действия является интегральным, он говорит только о 

том, что некий интеграл, взятый от одной точки до другой, имеет минимум. 

Другими словами, этот принцип сообщает нам что-то обо всем пройденном пу-

ти сразу, но ничего не говорит о каждом шаге частицы или луча света. Ответ 
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был найден Моисеевым Н. Н., однако он чисто математический. Оказалось, что 

все основные уравнения физики определяют траектории, являющиеся экстре-

малями некоторых функционалов. Закон сохранения энергии локален по коор-

динате, импульсу и времени, то есть энергия сохраняется в любой точке про-

странства и в любое время. Второй закон Кеплера утверждает, что секториаль-

ная скорость есть величина постоянная в любую произвольно выбранную еди-

ницу времени, то есть этот закон тоже локален. Следовательно, частица или луч 

света при своем движении подчиняются этим двум законам локально и частице 

или лучу нет необходимости помнить всю историю своего движения [301]. 

Предложенный в данной главе критерий пластического деформирования 

твердых тел также фактически является траекторией поверхности разрушения 

(частицы или волны), а выдвинутый вариационный принцип является, как раз, 

тем функционалом, который определяет траекторию дезинтеграции тела. Пред-

ложенная зависимость по определению фундаментального параметра иерархии 

при дезинтеграции массивов горных пород указывает на квантовую природу их 

дезинтеграции, подобно формированию боровских орбит и планетарных орбит 

планет Солнечной системы.   

По результатам выполненных исследований настоящей главы сформули-

рованы следующие научные положения. 

Научные положения. 

2. В рамках модели сплошной среды, обладающей внутренним трением φ  

и сцеплением C , единый критерий пластичности и прочности горных пород 

(твердых тел) при сдвиге имеет вид: 

− в компонентах главных напряжений 1 3,  : 

1 3
3 1

tg tg
σ σ 2 1 1

k
C

C C

         
  

;      

− в компонентах напряжений на площадке среза , n  : 

   
 

1 2 cos1
1 sin sin ln

1 1 cos
nk kCk

C C
k k C

   
     

  
, 

определяющий при  



 226

0k   − функцию пластического потенциала и начальную поверхность текуче-

сти (предел упругости) для горных пород с пластическим характером разруше-

ния; 

0 1k   − предел прочности горных пород и предел упругости для горных по-

род с хрупким характером разрушения ( 1 sink    ); 

1k   − теоретическую предельную поверхность или предел прочности при 

сдвиге (срезе), совпадающую с критерием Кулона (Coulomb, 1773). 

3. На защиту выносится вариационный принцип дезинтеграции горных 

пород, определяющий функцию поверхности (траекторию) разрушения. Форма 

поверхностей сдвиговой дезинтеграции в твердых телах (горных породах) оп-

ределяется максимальной работой внешних V  и объемных  W U  сил  

на относительном перемещении частей тела при срезе, при этом минимизирует-

ся энергия, затрачиваемая на создание данных поверхностей 2 : 

     

 

, , , , , ,

max
2 , ,

N S

L

V x y y dn W x y y U x y y dS

x y y dl

     




 


. 

4. При отсутствии притока энергии извне, сдвиговая дезинтеграция в замк-

нутой плоской системе может происходить только за счет накопившейся в теле 

энергии, при этом разрушение или появление трещины на любом масштабном 

(иерархическом) уровне наступает тогда, когда отношение среднего расстояния 

между образующимися трещинами, к их среднему размеру достигает значения: 

0 / 44sin 2,8 3,7
4 2  
       

 
. 
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4. ГЕОМЕХАНИКА ПОДЗЕМНЫХ РАЗРАБОТОК 
 

4.1. Об исходном напряженном состоянии массива 
Определение первоначального уровня естественных напряжений массива 

горных пород является одной из приоритетных и фундаментальных задач гор-

ного дела, геомеханики, геодинамики, геологии и физики Земли. В геомеханике 

и горном деле знание распределения начальных полей напряжений необходимо, 

прежде всего, для расчета напряженно-деформированного состояния элементов 

систем разработки, определения их размеров, формы и расположения, обеспе-

чения их устойчивости, а также определения нагрузок на крепь горных вырабо-

ток. Вертикальная составляющая поля начальных напряжений с теоретической 

точки зрения определяется весом горных пород и глубиной ее расположения, 

что также подтверждается результатами экспериментальных исследований, в 

том числе в условиях тектонической активности. Поэтому дальнейшие рассуж-

дения будут относиться к горизонтальной составляющей напряжений.  

 Первоначальное поле напряжений является суммой гравитационных и 

тектонических составляющих. В свою очередь гравитационная компонента по-

ля начальных напряжений может быть представлена в виде суммы двух состав-

ляющих, которые условно можно назвать «упругая» и «пластическая». Под уп-

ругой составляющей поля начальных гравитационных напряжений следует по-

нимать напряжение, вызванное невозможностью бокового (горизонтального) 

расширения пород под действием вертикальной компоненты (А. Н. Динник). 

Пластическая составляющая поля горизонтальных гравитационных напряжений 

создается под действием формирования в массиве призмы смещения, то есть 

возникновения поверхностей скольжения (подобно давлению на подпорную 

стенку). Поверхности (площадки) скольжения возникают, начиная с некоторой 

глубины, зависящей от прочностных свойств и объемного веса массива горных 

пород. Для определения пластической составляющей горизонтальных напряже-

ний необходимо располагать условием равновесия призмы смещения и геомет-

рией наиболее опасной поверхности скольжения в массиве. Таким образом, оп-

ределение пластической (жесткопластической) составляющей компоненты го-
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ризонтальных напряжений сводится к установлению закона распределения 

нормальных напряжений с глубиной, что было получено выше.  

Как указывалось выше, горизонтальная компонента начальных гравитаци-

онных напряжений, складывается из упругой и пластической (жесткопластиче-

ской) составляющих, поэтому выражение для ее определения, с учетом (3.2), 

будет иметь вид: 

г
γ 1 γ

γ γ 2 1 γ 2 1
1 ν

f h f h
h h C h C

C C
        


,                (4.1) 

где ν  – коэффициент поперечной деформации (коэффициент Пуассона); гσ  – 

горизонтальная компонента начальных гравитационных напряжений; 
1


 

 
 – 

коэффициент бокового распора.  

 
Рис. 4.1. Теоретическое распределение начального поля  

горизонтальных напряжений 
 

Таким образом, до глубины 90H  распределение гравитационной компонен-

ты горизонтальных напряжений происходит согласно закону А. Н. Динника. 

Ниже этой глубины на поле упругих напряжений накладывается поле пластиче-

h
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ских напряжений, а закон их общего распределения описывается уравнением 

(4.1). В силу пассивности как упругой, так и пластической компонент горизон-

тального поля гравитационных напряжений, обусловленных собственным ве-

сом пород h , превысить значение последнего они не могут (без тектонической 

составляющей). Общая эпюра распределения горизонтальной компоненты гра-

витационного поля напряжений представлена на рис. 4.1.  

Предлагаемый закон распределения естественного поля горизонтальных 

напряжений  качественно подтверждается экспериментальными исследования-

ми [177, 275, 302] (рис. 4.2). 

 
Рис. 4.2. Распределение гравитационно-тектонических 

напряжений с глубиной [275] 
 

Отметим, что для учета тектонической компоненты горизонтальных на-

пряжений к правой части уравнения (4.1) необходимо прибавить ее значение. 
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4.2. Метод определения угловых 
параметров процесса сдвижения 

 

Еще более полвека назад С. Г. Авершин говорил, что теория сдвижения 

пород под влиянием горных разработок остается недостаточно развитой по 

сравнению с результатами экспериментальных исследований в этой области. 

Сложность же и важность задач, связанных с явлением сдвижения горных по-

род, требует не меньшей теоретической их разработки. 

Основной проблемой в развитии теоретического направления науки, на 

взгляд автора, помимо многофакторности протекания самого процесса сдвиже-

ния является сугубо прикладной и эмпирический характер используемых пара-

метров процесса сдвижения. Так, например, один из главных параметров про-

цесса сдвижения – угол сдвижения, определяется без всякой физической при-

вязки к геометрии и механике явления, а его значение устанавливается по вели-

чинам вертикальных и горизонтальных (критических) деформаций на дневной 

поверхности, опасных для инженерных сооружений. Таким образом, уже сама 

постановка задачи по определению параметров процесса сдвижения требует 

привлечения тех или иных средств измерений (инструментальные наблюдения 

и т. д.). Однако следует признать, что выбор параметров процесса сдвижения 

оправдан ввиду прикладного характера проблемы. Пожалуй, единственным па-

раметром процесса сдвижения, имеющим вполне понятный физический смысл, 

является угол разрыва. Под углом разрыва понимается внешний относительно 

выработанного пространства угол, образованный на главных сечениях мульды 

сдвижения горизонтальной линией и линией, соединяющей границу вырабо-

танного пространства с наиболее удаленной от него видимой трещиной на 

дневной поверхности (рис. 4.3). Трещины на дневной поверхности появляются 

в результате действия растягивающих напряжений и являются следствием 

формирования в массиве призмы смещения. Из последнего утверждения, оче-

видно, что многие разработки в области устойчивости откосов будут также 

справедливы для изучения процесса сдвижения. 
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Рис. 4.3. Углы разрывов 

 

При расчете устойчивости карьерных откосов в качестве механических ха-

рактеристик используются показатели паспорта прочности Кулона. В условиях 

же подземной разработки зависимости параметров процесса сдвижения от 

прочностных характеристик пород исследованы недостаточно, поэтому поль-

зуются преимущественно одним показателем – коэффициентом крепости по 

шкале М. М. Протодьяконова. В отношении углов разрыва можно сказать сле-

дующее [303 – 310]: 

1) значения углов разрыва, как и углов сдвижения, достаточно стабильны с 

изменением глубины разработки, именно данный факт позволяет использовать 

их в качестве параметров процесса сдвижения; 

2) по поводу влияния глубины разработки на значение углов разрыва име-

ется противоречивая информация: по одним сведениям углы разрыва с глуби-

ной уменьшаются, по другим – увеличиваются; 

3) на величины углов разрыва большое влияние оказывает слоистость и 

трещиноватость, в тех случаях, когда в массиве имеются системы трещин с па-

дением в сторону выработанного пространства и угол падения превышает угол 

трения, значение углов разрыва стремится к значению угла падения системы 

трещин; 

отработано


1
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4) значения величин углов разрыва рекомендуется принимать на 5 – 10 

градусов выше соответствующих углов сдвижения в коренных породах и на 15 

– 20 градусов граничных углов, данное обстоятельство связывается с тем, что 

углы разрыва, сдвижения и граничные зависят от одних и тех же факторов; 

5) при увеличении углов падения залежи и вмещающих пород значения 

углов разрыва (граничных, сдвижения) снижаются, в случае угла   по линей-

ному закону (считается, что угол   не зависит от угла падения залежи); 

6) численные значения углов разрыва колеблются в широких пределах – 40 

– 90 градусов, для однородных и изотропных массивов они могут достигать 70 

– 85 градусов. 

Д. М. Казикаев [311] проводит аналогию между процессом сдвижения и 

оползневыми явлениями на открытых горных работах, а главным связующим 

звеном считает криволинейную поверхность скольжения (рис. 4.4), отмечая, 

что ее аналитическое описание не представляется возможным. 

 
Рис. 4.4. Зоны и области процесса сдвижения 

 

Поверхность скольжения в массиве отделяет зоны обрушения и сдвижения 

от зоны плавных сдвижений или деформаций без разрыва сплошности. Опреде-

ление формы и положения этой границы (поверхности скольжения) является 

важнейшей фундаментальной задачей геомеханики, однако в литературе, за 

редким исключением, такая задача не ставится в принципе. Аналитическому 
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описанию геометрии поверхности скольжения в условиях сдвижения пород под 

влиянием подземной разработки препятствуют, по меньшей мере, две объек-

тивные проблемы: 

1) отсутствие теоретического способа обоснования геометрии поверхности 

скольжения, впрочем, как и статически обоснованного критерия устойчивости, 

при расчете устойчивости карьерных откосов; 

2) согласно теории предельных напряженных состояний, максимальный 

угол наклона поверхности скольжения не может превышать значения 

/ 4 / 2    (  − угол внутреннего трения), однако углы разрывов могут заметно 

превышать данную величину. 

Дело в том, что при расчете устойчивости откосов большинство исследо-

вателей не считают целесообразным математически строго обосновывать гео-

метрию поверхности скольжения, уповая на относительно небольшую погреш-

ность при оценке коэффициента запаса устойчивости. В действительности же 

геометрия поверхности разрушения в массиве представляет не только приклад-

ной, но и научный интерес. 

Применим рассмотренную выше теорию для определения угловых пара-

метров процесса сдвижения. Пусть имеется залежь полезного ископаемого с 

углом падения α 60  . Физико-механические характеристики массива горных 

пород 2 330 ; 10 т /м ; γ 2,5 т/мС    . Формализация приводит к задаче по-

строения поверхностей скольжения для различных глубин разработки. Пре-

дельная высота свободного откоса для рассматриваемых условий 52,4мH  . 

То есть, начиная с этой глубины, для равновесия призмы смещения необходи-

мы дополнительные внешние удерживающие силы. Их роль выполняют между-

этажные и междукамерные целики или обрушенные в выработанное простран-

ство горные породы. Вследствие их податливости возникают деформации зем-

ной поверхности в виде уступов и раскрытых трещин. На рис. 4.5 представлены 

поверхности скольжения со стороны лежачего бока залежи для высоты 
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230,3 мH   и 639,1мH  , что соответствует нагрузкам на целики, равные 

10000 т  и 100000 т  соответственно.  

Углы разрывов, полученные для рассматриваемых поверхностей скольже-

ния со стороны лежачего бока залежи, составили: 1 54,8    и 1 55,9    (см. 

рис. 4.5). Дальнейшее увеличение глубины не приводит к заметному увеличе-

нию угла разрыва, а причиной его незначительного увеличения с глубиной яв-

ляется наличие вертикальной трещины отрыва. Таким образом, аналитически 

продемонстрирована стабильность угла разрыва с увеличением глубины разра-

ботки. 

 
Рис. 4.5. Определение углов разрыва 

 

Если нависающие над выработанным пространством породы со стороны 

висячего бока залежи будут отделяться от массива, образовывая вертикальный 

откос (см. рис. 4.5), поверхность скольжения будет целиком выпуклой, а угол 

разрыва 80,3   . 

80,3

60

55,9

54,8
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Породы, расположенные за пределами поверхности скольжения, находятся 

в зажатой среде и деформируются без разрыва сплошности. Их деформации мо-

гут быть изучены с использованием геомеханических моделей сплошных сред 

методом конечных элементов. Граничными условиями для определения углов 

сдвижения и размеров мульды сдвижения являются напряжения, действующие 

вдоль поверхности скольжения, которые без труда могут быть определены. На 

рис. 4.6 показаны граничные условия, а также типовое поле смещений узлов 

конечно-элементной модели и изолинии максимальных деформаций. 

 
Рис. 4.6. Определение граничных углов и углов сдвижения 

 

Следует отметить, что нормальная составляющая реакции вдоль поверхно-

сти скольжения вычисляется по-разному для различных частей поверхности 

скольжения, в зависимости от используемых функционалов. Для достоверного 

определения деформаций массива и земной поверхности к полю смещений, по-

лученному в результате формирования призмы смещения, необходимо приба-

вить поле, вызванное первичной разгрузкой массива, а также вычесть поле пе-

ремещений от действия начальных гравитационных напряжений. 
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Рассмотренный выше пример относится к однородным и изотропным мас-

сивам и в этом смысле является идеализированным. Однако для случая анизо-

тропных и неоднородных массивов методика прогнозирования сдвижений и 

деформаций, а также определения параметров процесса сдвижения остается не-

изменной. Разница будет состоять в геометрии (форме и положении) наиболее 

опасной поверхности скольжения, теория определения которой для анизотроп-

ных и неоднородных массивов изложена выше. 

В случае если на месторождении поставлены инструментальные наблюде-

ния за сдвижением земной поверхности, появляется возможность определения 

прочностных и деформационных характеристик горного массива методом об-

ратных расчетов. По значениям углов разрыва (ширины призмы обрушения) 

оцениваются параметры паспорта прочности, прежде всего, величина сцепле-

ния массива. А по деформациям в периферийных частях мульды сдвижения мо-

гут быть установлены деформационные параметры. 

Для предельной высоты свободного откоса угол разрыва в лежачем боку 

залежи определяется формулой: 

 1 90 arctg ctg /a H     ,                               (4.2) 

где   – угол падения залежи (откоса); a  – ширина призмы обрушения; H  – 

предельная высота свободного откоса. 

Используя номограмму устойчивости плоских однородных откосов (см. 

рис. 2.16) и график для определения ширины призмы обрушения (см. рис. 2.17), 

по формуле (4.2) вычислим значения угла разрыва и построим номограмму для 

его определения (рис. 4.7). 

Для рассмотренного выше примера угол разрыва при высоте, равной пре-

дельной высоте свободного откоса ( 52,4 мH  ), составил 1 56,6   . Таким об-

разом, угол разрыва с глубиной сначала снизился, а потом несколько возрос. 

То есть, если считать, что угол разрыва с глубиной не изменяется (что 

можно считать в первом приближении доказанным), то графики (см. рис. 4.7) 



 237

справедливы для любой глубины. Анализ данных графиков позволяет сделать 

следующие выводы. 

1. Зависимость между углом разрыва в лежачем боку залежи и углом ее 

падения на интервале углов падения залежи, превышающих предельный угол, 

очень близка к прямолинейной. 

2. Зависимость между углом разрыва в лежачем боку залежи и углом внут-

реннего трения горных пород весьма слабая. Данный результат является доста-

точно неожиданным, однако в рамках рассмотренной выше теории он доста-

точно просто объясним. Выше было показано, что при увеличении угла откоса 

поверхности скольжения для различных углов внутреннего трения стягиваются 

в единую поверхность (см. рис. 2.15), поэтому и ширина призмы обрушения для 

одного угла падения залежи становится независимой относительно углов внут-

реннего трения. 

 
Рис. 4.7. Зависимость угла разрыва от угла падения залежи 

 

В работе [307] приводится достаточно большое количество эмпирических 

зависимостей углов разрыва и сдвижения от угла падения залежи. Причем за-
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висимости имеют линейный вид. В нашем случае зависимость угла разрыва в 

лежачем боку от угла откоса также можно описать линейной регрессией с ко-

эффициентом корреляции, равным 0,99, и средней квадратической ошибкой 

менее одного градуса.  

Заметим, что производить расчет сдвижений и деформаций с постановкой 

граничных условий на границе зоны обрушения впервые предлагал А. Д. Са-

шурин [306]. Границей в том случае являлась прямая (коническая поверхность 

в объемном случае по А. Д. Сашурину), а граничным условием выступало нор-

мальное давление, создаваемое обрушенными породами. Таким образом, пред-

лагаемая методика подразумевает уточнение, геометрии самой границы, и зна-

чений нормальных и касательных напряжений, действующих на ней, однако 

только для плоской задачи. 

Предлагаемая методика определения параметров процесса сдвижения 

применима и в случае действия тектонических полей напряжений. В этом слу-

чае, как отмечалось выше, меняется геометрия поверхности скольжения. Кроме 

того, в этом случае, при поставленных маркшейдерских наблюдениях за про-

цессом сдвижения, проведением математического моделирования появляется 

возможность определения значений тектонических (общих) компонент напря-

жений, обратным расчетом. Заметим, что определять компоненту тектониче-

ского поля напряжений в направлении в крест простирания залежи по результа-

там маркшейдерских наблюдений за процессом сдвижения предлагал А. Б. Ма-

каров [312]. 

Процесс сдвижения и, соответственно, параметры процесса сдвижения в 

очень сильной мере определяются устойчивостью массива горных пород. Рас-

смотрим схему процесса сдвижения (рис. 4.8). В случае если породы, располо-

женные непосредственно над выработанным пространством (область 1 см. рис. 

4.8) создают должный подпор боковым породам (область 2 см. рис. 4.8), то угол 

разрыва, вероятнее всего, будет определяться границей зоны террас (см. рис. 

4.8). В противном случае, область сдвижений с разрывом сплошности будет 

увеличена на определенную величину (область 3 см. рис. 4.8). Если и далее по-
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роды не создадут необходимого подпора, то углы разрывов снова уменьшатся. 

Разумеется, этому уменьшению имеется предел (угол внутреннего трения). 

 
Рис. 4.8. Формирование областей и зон сдвижения [неизвестный источник] 

 
Таким образом, выше продемонстрировано, что угол разрыва, а соответст-

венно и углы сдвижения и граничные углы, будут принимать некоторые дис-

кретные значения при заданной и постоянной глубине. Если в качестве началь-

ного угла разрыва принять 90    (см. рис. 4.8), а оставшийся массив рассмат-

ривать как плоский откос, то для рассмотренного выше примера, при 

639,1мH  , будем иметь следующий дискретный числовой ряд возможных 

приближенных значений 80,75,70,65,61,57,54    (см. рис. 4.7). 

 

4.3. Определение нагрузок на крепь 
горизонтальной горной выработки  

В настоящее время большинство задач подземной геомеханики, а также 

расчеты конструктивных элементов подземных сооружений производятся чис-

ленными методами с использованием программного обеспечения. Чаще всего 

используют методы механики сплошной среды, а решение конкретных задач 

осуществляют методом конечных элементов. Современные программные про-

дукты позволяют решать задачи практически любой степени сложности. Одна-

ко данный подход также имеет некоторые недостатки. Во-первых, при данном 
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подходе мы a priori накладываем на среду (горный массив) некоторые ограни-

чения: сплошность, упругость, пластичность и т. д. Во-вторых, чем сложнее 

геомеханическая модель, тем большим количеством параметров среды необхо-

димо располагать для проведения расчетов. Данные параметры для горных мас-

сивов трудноопределимы, особенно, если речь идет о трещиноватом массиве. 

В-третьих, имеются сложности с постановкой граничных условий. Вместе с 

тем, задача по установлению вертикальной нагрузки (заданной нагрузки) на 

крепь горизонтальной выработки имеет и теоретический интерес, она так и не 

нашла своего окончательного аналитического решения.  

Развитая выше теория расчета устойчивости откосов может использовать-

ся для расчета нагрузок на крепь подземных горных выработок. Расчетная схе-

ма подразумевает жесткопластическую модель горного массива, давление на 

крепь выработки вызывается сползающим по некоторой поверхности скольже-

ния объемом горных пород и весом столба вышерасположенного горного мас-

сива. 

 
Рис. 4.9. Нагрузка на крепь горизонтальных выработок: 
а – расчетная схема; б – действие сил и реакций связи 
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Механизм воздействия горных пород на крепь горизонтальной горной вы-

работки в плоской постановке задачи представляется следующим образом. 

Столб горных пород, находящийся над горной выработкой, под действием соб-

ственного веса стремится ее заполнить (рис. 4.9, а). Если мысленно удалить 

столб пород, заменив его действиями реакций связи (принцип освобождаемости 

от действия связей), то по его краям будут образовываться две призмы смеще-

ния вертикальных откосов. Перемещению столба пород препятствуют каса-

тельные реакции 0T  призм смещения. В силу симметрии задачи будем рассмат-

ривать одну из них (рис. 4.9, б). Если мысленно убрать призмы смещения и ос-

вободить столб породы, расположенный над выработкой, от действия реакций 

связей, то направление его свободного движения будет совпадать с таковым же, 

но при действии реакций. Тогда согласно принципу Гаусса, равнодействующая 

R


 будет совершать экстремальную работу на путях отклонения истинного 

движения от свободного при выполнении на противоположной вертикальной 

грани столба породы условия:  

0 0tgT E  .                                             (4.3)  

Рассмотрим сначала задачу по определению нагрузки на крепь выработки 

в сыпучей среде, то есть 0C  . Как отмечалось ранее, поверхность скольжения 

в этом случае будет представлять собой плоскость, наклоненную к горизонту на 

угол / 4 / 2   . Условие равновесия призмы смещения будет иметь вид: 

/tg
4 2

2
0 0

0

tg 1
4 2

h

E fT h x f dx

   
               ,           (4.4) 

где h H d   – переменная. 

Решаем совместно уравнения (4.3) и (4.4) относительно реакции 0T : 

 2

0

sin

2tg
4 2

T H d
 

 
   

 

.                                    (4.5) 
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Из уравнения равновесия породного столба на ось y , при условии равно-

мерного распределения нагрузки по ширине выработки b , ее интенсивность, 

согласно уравнению (4.5), определится формулой: 

 2sin

2 tg
4 2

p H H d
b

 
   

   
 

.                              (4.6) 

Очевидно, что вертикальная нагрузка не может быть отрицательной, а 

также убывать с глубиной, с другой стороны, из формулы (4.6) следует: нагруз-

ка описывается уравнением квадратной параболы, определим ее максимальное 

значение: 

max

max

tg
4 20 ;

sin

tg 2 sin
4 2 .

2sin

p

b
dp

H d
dH

b d
p



   
    



           
 

 
 

                     (4.7) 

Нагрузка достаточно быстро с глубиной достигает своего максимального 

значения (4.7). Начиная с этой глубины, нагрузка перестает зависеть от глуби-

ны расположения выработки и определяется только ее параметрами, для сыпу-

чих пород – углом внутреннего трения и объемным весом. 

Перейдем к определению нагрузки на крепь выработки в связных породах. 

На основе выражений (2.33), (3.1) условие равновесия призмы смещения будет 

иметь вид: 

 
γ

1
2

3 2
0 0 2

tg
4 2

2
2

γ

f h

CC
E fT p fp p dp

f



   
 

    ,                     (4.8) 

Тогда, согласно (4.3), (4.8), нагрузка на крепь выработки будет определять-

ся выражением: 
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   
 γ

1
2

3 2

2

tg
4 2

2
2

γ 1

f H d

CC
p H p fp p dp

b f f




   
 

   
  .               (4.9) 

Аналогично для связных пород определяем максимальное значение на-

грузки, для этого берем производную выражения (4.9) по глубине H . Не при-

бегая к интегрированию, можно воспользоваться правилом Лейбница [313]: 

 
 

 
 

 

 
     , , , ,

v H v H

u H u H

d dv duF p H dp F p H dp F v H H F u H H
dH dHdH H


  

  . 

Очевидно, первое и третье слагаемые в нашем случае будут равны нулю. Таким 

образом, производная выражения (4.9): 

 

 
     

   
   

3
2

2

2

γ γ γ2
1 2 1 1

γ 1

γ γ1
1 2 1 1 0.

2 1γ
1

f H d f H d f H dC
f

C C Cb f f

f H d f H df C
f

C C Cb ff H d

C

 
                   

 
                     
 

 (4.10) 

Решаем уравнение (4.10): 

  sin 1γ
1

cos

b
f H d C r

C

 
  


                              (4.11) 

или 

2

max

sin sin 1
4 2

sin2p

b b
C C CH d

    
 
 

.                            (4.12) 

Подставляем (4.11), (4.12) в уравнение (4.9). В итоге получим максималь-

ную среднюю нагрузку на крепь горизонтальной горной выработки в связной 

среде в виде: 
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2
2 3

max

3 34 4 2 2

sin sin 1
2 cos24

sin 2 γ sin

2tg tgtg tg
4 24 2 4 2 .

4 3 2
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CC Cp C d

b

rr r

 
     

    
 

                                
 
 
 

 (4.13)          

Итак, при условии 90H H  площадок скольжения не возникает, поэтому 

вертикальная нагрузка определяется полным весом столба вышележащих пород 

p H  . На глубинах 90 maxpH H H    вертикальная нагрузка по-прежнему 

возрастает с глубиной и определяется из уравнения (4.9). Если глубина заложе-

ния выработки maxpH H  , нагрузка постоянна, максимальна и определяется 

уравнением (4.13). Очевидно, что вертикальная нагрузка не может быть отри-

цательной, а также убывать с глубиной. Кроме того, заметим, что минимальное 

значение нагрузки на глубинах, превышающих 90H , не может быть менее 90H . 

Физическим смыслом точки максимума является равенство интенсивно-

стей касательных нагрузок от действия собственного веса столба пород и реак-

ции связи от действия призмы смещения. Таким образом, до глубины maxpH   

интенсивность касательной реакции   меньше величины b , что  и обусловли-

вает вертикальную нагрузку на крепь, то есть ее рост. После этой точки b   , 

и превысить это значение   не может ввиду своей реактивности (пассивности).  

Согласно зависимости (4.13), с увеличением сцепления массива растет 

максимальная вертикальная нагрузка на крепь, что нельзя считать абсурдом. 

Действительно, в данной расчетной схеме сцепление является удерживающей 

призму смещения силой. Чем больше его величина, тем меньше реактивный 

отпор на столб пород и, следовательно, больше нагрузка на крепь.  

Интересно сравнить полученные результаты с известными аналогами [277, 

314]. 

Вертикальная средняя нагрузка: 

По Bierbaumer: 
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2tg

b
p





, 

по П. М. Цимбаревичу: 

ctg
4 2

tg

b d

p

          


, 

гипотеза свода М. М. Протодьяконова: 

1

2

3

b
p

f


 , 

где 1f  – коэффициент крепости. 

Модель опускающегося столба пород (Yanssen, 1895) и (Kőtter, 1899): 

tgH

b C
p 

 


 
, 

где 
1


 


 – коэффициент бокового распора;   – коэффициент поперечной 

деформации. 

Необходимо сделать ряд критических замечаний. Первые три формулы по-

лучены исходя из гипотезы свода равновесия. Как отмечает А. А. Борисов 

[315]: “… гипотеза свода в большей своей части базируется на предположениях 

и допущениях, порой совершенно не обоснованных”. Ее применение ограничи-

вается массивами, практически не сопротивляющимися отрыву. С этой точки 

зрения модель опускающегося столба пород более обоснованна, однако в ней 

принято допущение о предельном кулоновском равновесии по боковым граням 

столба. При таком допущении и отсутствии крепи выработка будет разрушена 

при любых ее размерах, что в действительности не наблюдается. Кроме того, 

для обоснования нормальных напряжений по боковым граням столба пород 

привлекается модель распределения напряжений А. Н. Динника. То есть отсут-

ствует единый методологический подход при обосновании расчетной схемы. С 

одной стороны модель жесткопластическая, а с другой – упругая. 
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4.4. Расчет элементов систем подземной разработки 

Основным методом расчета параметров целиков (камер) является метод 

предельных нагрузок. Данный метод заключается в расчете нагрузок, дейст-

вующих на целик, и определении его несущей способности. 

В простейшем случае по назначению целики можно разделить на предо-

хранительные и опорные. Предохранительные целики оставляют для охраны 

(невозможности подработки и разрушения) каких-либо объектов на земной по-

верхности (здания, сооружения, природные объекты и т. д.) или под землей (те-

ло полезного ископаемого, камеры специального назначения и т. д.). Опорные 

целики оставляются для поддержания висячего бока залежи и препятствуют 

обрушению горного массива в выработанное пространство. Данные целики 

применяются, как правило, при камерных системах разработки. К опорным це-

ликам также относятся так называемые потолочины камер (междуэтажные це-

лики). Информацию по опыту применения опорных целиков и способам их рас-

чета можно получить, ознакомившись со следующими работами [308, 309, 311, 

315 – 323]. 

В общем случае среднее значение сжимающего напряжения в целике мож-

но представить в виде произведения первоначального нормального напряжения 

(напряжение нетронутого массива) и коэффициента концентрации напряжений. 

Так, например, если падение залежи близко к горизонтальному, то начальное 

поле вертикальных напряжений можно оценить как H , а коэффициент кон-

центрации равен отношению суммарной площади целиков и камер к площади 

целиков. В случае вертикального падения залежи, очевидно, необходимо ис-

пользовать горизонтальную компоненту первоначального поля напряжений. 

При более детальном исследовании необходимо учитывать тот факт, что зачас-

тую не вся вышележащая толща формирует нагрузку на целики. Это учитыва-

ется введением коэффициента нагрузки (коэффициент снижения нагрузки) на 

целики. Несущая способность целика определяется с учетом прочности на сжа-

тие, коэффициента структурного ослабления, коэффициента формы, коэффици-

ента запаса прочности и коэффициента длительной прочности. 
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Формирование нагрузки на целики при пологом и крутом залегании про-

исходит по-разному. Если в первом случае нагрузка обусловливается весом 

вышележащих пород и в пределе определяется его полным значением, то для 

крутого залегания нагрузка формируется в результате сползания пород в лежа-

чем и висячем боку, подобно оползневым явлениям в карьерах, а также весом 

вышележащего массива. Поэтому в дальнейшем будем рассматривать методики 

расчета нагрузок на крепь отдельно для пологопадающих и крутопадающих за-

лежей. 

Целики в выработанном пространстве оставляют через некоторый интер-

вал, называемый предельным пролетом камеры. Превышение размеров данного 

пролета приведет к самообрушению кровли камеры. Для оценки устойчивости 

кровли камер различной конфигурации в плане используют принцип эквива-

лентного пролета. Данный принцип гласит: всякую камеру можно заменить эк-

вивалентной выработкой бесконечной длины, кровля которой будет обладать 

той же устойчивостью, что и кровля камеры. Пролет такой выработки беско-

нечной длины называется эквивалентным и определяется выражением: 

экв 2 2

ab
l

a b



, 

где ,a b  – пролеты камеры в двух направлениях (например, по простиранию и 

падению). 

При расчете нагрузок на целики в случае пологого залегания выделяют два 

режима работы целиков (два подхода): режим заданной нагрузки от веса выше-

лежащей толщи (целики работают в независимом режиме) и режим заданных 

вертикальных смещений (целики работают в совместном с кровлей режиме). 

Данные режимы и определяют генеральное допущение методики обоснования 

нагрузок на целики.     

Считается, что режим заданной нагрузки реализуется на обширных зале-

жах при больших пролетах подработки и небольшой глубине. Традиционно 

считается, что данное условие формализуется соотношением (условие полной 

подработки) [319]: 
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1
L

H
 , 

где L  – пролет выработанного пространства; H – глубина разработки.  

Принцип определения нагрузок на целики, исходя из полного веса выше-

лежащих пород, предложен Турнером в 1884 г. В 1941 г. советский ученый-

горняк, академик Л. Д. Шевяков его усовершенствовал. Сейчас данный прин-

цип расчета целиков называется принципом Турнера-Шевякова. 

Шевяков Л. Д. предложил следующее условие прочности [319]: 

м ц ц ц сжSH S h S     ,                                (4.14) 

где S  – площадь выработанного пространства, приходящаяся на один целик; 

H  – глубина от кровли камеры до поверхности; м  – средний объемный вес 

пород вышележащего массива; цS  – площадь горизонтального сечения опорно-

го целика; h  – высота целика; ц  – объемный вес пород целика; сж – проч-

ность пород целика на одноосное сжатие с учетом структурного ослабления, 

коэффициента длительной прочности и коэффициента запаса прочности. 

Если исходить из предположения однородности и изотропности пород це-

лика, а также того, что не весь столб пород передает нагрузку на целики, то 

расчетные формулы для определения размеров целиков будут иметь вид: 

– столбчатые целики [318]: 

 ц ц
сж / 1

S
S 

  
, 

где к н осK K    – величина средних напряжений, действующих в целике; кK  – 

коэффициент концентрации напряжений (для горизонтального залегания 

ц
к

ц

S S
K

S


 );

 н
пан

1
N

K
HS

 

  – средний коэффициент нагрузки (понижения 

нагрузки) для всех целиков в выемочной единице (панели, блоке); N – сум-

марная нагрузка на все целики в панели; панS – площадь панели; ос  – величина 
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первоначальных нормальных осевых напряжений; ц
сж ф сжK   ; фK – коэффи-

циент формы целика. 

– ленточные целики [318]: 

 ц
сж / 1

a
b 

  
, 

где ,a b  – соответственно ширина камеры и ленточного целика. 

Средний коэффициент нагрузки нK  исследователями института ВНИМИ, 

на основе обобщения результатов наблюдений за деформациями целиков, ре-

комендуется определять в зависимости от отношения ширины панели L  (пло-

ская задача) к глубине заложения камер H  из табл. 4.1 [318]. 

Таблица 4.1 

Ориентировочные экспериментальные значения 
коэффициента нагрузки (ВНИМИ) 

 
/L H  нK  

0,8 – 1,0 1,0 
0,5 – (0,8 – 1,0) 0,7 

< 0,5 (0,4 – 0,7)
 

Во многих случаях вертикальная нагрузка на целики обусловлена массой 

лишь части налегающей толщи. В 1960 г. Гулевич Г. Е. предложил, а Борщ-

Компониец В. И. теоретически обосновал и экспериментально подтвердил но-

вый подход к управлению горным давлением при камерно-столбовой системе 

разработки [317]. Сущность метода состоит в том, что массивные опорные це-

лики, располагаемые по определенной сетке, воспринимают на себя основную 

нагрузку и разгружают междукамерные целики. Данная разгрузка появляется 

вследствие того, что массивные целики являются более жесткими (об этом речь 

пойдет ниже) и, кроме того, имеют более выгодную форму. Помимо этого  по-

является возможность отнести массивные целики к местам с наиболее бедным 

содержанием полезного компонента в руде. Таким образом, при проведении 

геометризации свойств горного массива появляется возможность эффективного 

проектирования отработки запасов.  
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Считается, что на залежах с ограниченными пролетами L  на большой глу-

бине H  (при / 1L H  ) нагружение междукамерных целиков происходит в ре-

жиме заданных вертикальных смещений. В этом случае можно говорить об уп-

ругом и совместном деформировании кровли и целиков. 

Рассматривая основную кровлю (основная кровля – первый мощный и 

прочный слой (порода-мост), который залегает над непосредственной кровлей 

и имеет шаг самопроизвольного обрушения в несколько раз больше шага об-

рушения непосредственной кровли (8 – 10 м)) [315] в качестве балки (плиты), 

подпертой деформируемыми опорами (междукамерные целики) и нагруженной 

распределенной нагрузкой (весом пород выше основной кровли), методом сил 

(метод строительной механики, используемый для решения статически не оп-

ределимых задач), вычисляется нагрузка на каждый целик из условия совмест-

ных деформаций кровли и целиков. Данное решение впервые было предложено 

профессором Руппенейтом К. В. в 1961 году [319]. 

В силу того, что задача имеет упругую постановку, нагрузка на целики бу-

дет зависеть от упругих характеристик целиков. Поясним это на простом при-

мере [319]. 

Используя закон Гука для одноосного напряженного состояния, вычислим 

нагрузку на целик: 

цES
N

h


 ,                                           (4.15) 

где   – абсолютное укорочение размеров целика в процессе деформирования 

(сближение или конвергенция кровли и почвы); E  – модуль упругости пород 

целика. 

Величину цES

h
 называют жесткостью целика. Тогда, согласно зависимости 

(4.15), нагрузка на целик пропорциональна его жесткости и величине сжатия. 

Это означает, что целики, отстоящие дальше от кромки массива, массивных или 

панельных целиков, несут большую нагрузку, причем, чем жестче целик, тем 

он несет большую нагрузку. 
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Необходимо отметить, что расчет по схеме К. В. Руппенейта является дос-

таточно громоздким, однако на сегодняшний день существуют компьютерные 

программы для его реализации. Помимо этого расчет по методике К. В. Руппе-

нейта возможен только при правильной геометрической форме выработанного 

пространства (прямоугольник – плита), при сложной форме залежи приходится 

вводить дополнительные допущения. 

Так в работе [324] нагрузку на целик для сложных форм залежей рекомен-

дуется определять по приближенной формуле: 

   

   

2 24 4
0 0

2 24 4
0 0

1 / 1 /

1 / 1 /

i i i
i

i i i

G x x y y
N N

G x x y y

 
 

   
 




,                 (4.16) 

где iN  – нагрузка на i-й междукамерный целик, имеющий жесткость iG  и коор-

динаты ,i ix y ; 0 0,x y  – полупролеты выработанного пространства по длине и 

ширине. 

Суммарную нагрузку на все целики в панели определяют через средний 

коэффициент нагрузки, который, в свою очередь, рекомендуют определять че-

рез комплексный показатель по формуле [324]: 

 н экв0,44ln / 0,75 / 1 2,17K l G d h     , 

где G  – среднее отношение площади поперечного сечения целика к высоте; 

/d h  – среднее отношение диаметра целика к высоте. 

Аналогично величине среднего коэффициента нагрузки вводится понятие 

коэффициента нагрузки на целик: 

 
ц
н

ц

N
K

HS



, 

однако в отличие от среднего коэффициента нагрузки на панель, коэффициент 

нагрузки на целик может быть как больше, так и меньше единицы. 

Анализируя вышесказанное, отметим, что граница применимости принци-

па Турнера-Шевякова, или выполнения, так называемого условия полной под-

работки ( / 1L H  ), весьма условна и нуждается в уточнении. Кроме того, не 
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обоснованы физические предпосылки явления снижения средней нагрузки на 

панель. 

Будем рассматривать в качестве выемочной единицы панель, а в качестве 

ее основного параметра – ширину L . Поставим задачу по определению средней 

нагрузки на панель. Над панелью залегают породы, высота столба которых H .. 

Если мысленно отбросить породы по боковым граням этого столба, то между-

камерные целики будут воспринимать полный вес вышележащих пород, то есть 

средний коэффициент нагрузки будет равен единице ( н 1K  ). Таким образом, 

явление снижения средней нагрузки относительно полного веса вышележащих 

пород может быть объяснено только воздействием удерживающих сил по боко-

вым граням столба пород. Другими словами, формирующиеся в бортах столба 

призмы смещения создают дополнительные удерживающие усилия, которые и 

снижают нагрузку от полного веса столба пород на междукамерные целики. 

Таким образом, средняя нагрузка на панель формируется идентично нагрузке 

на горизонтальную горную выработку. Используя формулы (4.9), (4.12), (4.13), 

построим графики зависимости (рис. 4.10) среднего коэффициента нагрузки от 

параметров: / , / ,b C C H    (пустотелые точки – 35   ; залитые – 30   ), 

при этом пренебрегаем высотой выработки.  

Как видно из графиков, угол внутреннего трения очень слабо влияет на 

средний коэффициент нагрузки (конечно, здесь рассматриваются скальные по-

роды с достаточно высоким углом внутреннего трения). Асимптотическая схо-

димость коэффициента нагрузки к единице лишь при достаточно больших про-

летах выработки (панели) была очевидна из постановки задачи (см. выше). Без-

условно, сложнейшей проблемой является определение величины сцепления 

массива вдоль поверхности скольжения. Если для бортов карьеров величина 

/C H , как правило, не превышает 0,02, то о таковой же величине для зажатого 

массива с нераскрытыми трещинами судить весьма и весьма сложно. И, дейст-

вительно, при понижении горных работ в карьере происходит разгрузка естест-

венных полей напряжений и, соответственно, разуплотнение прибортового 

массива с закономерным снижением его сцепления. В рассматриваемом же на-
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ми случае призма смещения зажата и, соответственно, величина сцепления дос-

таточно велика, вплоть до значений прочности ненарушенного трещинами мас-

сива (сцепление образца). 

 
Рис. 4.10. Зависимость коэффициента нагрузки от физико-механических   

характеристик пород, глубины и размеров выработки 
 

Используя графики (см. рис. 4.10), построим зависимости среднего коэф-

фициента нагрузки от отношения 2 / /b H L H  (рис. 4.11). На рисунке квадра-

тики – / 0,1C H  , кружки  – / 0,05C H  , ромбики – / 0,01C H  . 

Интересно сравнить значения среднего коэффициента нагрузки, получае-

мые согласно графику (см. рис. 4.11), со значениями (см. табл. 4.1). Отметим, 

что имеется достаточно хорошая сходимость теоретических значений коэффи-

циента нагрузки с экспериментальными, и это с учетом того, что в натурных 

шахтных условиях измерялась косвенная величина – деформация целиков, с 

последующим пересчетом на коэффициент нагрузки через сложно определяе-

мый показатель для массива – модуль упругости.  

нK

/b C

Нагрузка возрастает с глубиной

/ 0.1C H 
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Рис. 4.11. Зависимость коэффициента нагрузки от отношения  

ширины панели к глубине разработки 
 

Как отмечалось выше, в случае наклонных и крутопадающих залежей на-

грузка на целики формируется в результате совместного воздействия вышеле-

жащего (над панелью) массива пород и сползающих пород висячего и, возмож-

но, лежачего боков залежи.  

Иливицкий А. А., использовав идею Борисенко С. Г., предложил схему оп-

ределения предельных размеров междукамерных целиков и потолочин для кру-

топадающих рудных залежей (рис. 4.12) [317]. 

А. А. Иливицкий рассматривал два случая. 

1. Угол падения рудного тела близок к 90 . 

2. Угол падения отличается от 90  (однако, надо полагать, согласно рас-

четной схеме, угол падения превышает угол внутреннего трения). 
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В первом случае междукамерные целики находятся в состоянии двухосно-

го сжатия, однако расчет рекомендуется вести только по вертикальной нагрузке 

согласно зависимости (для однородных пород): 

1
l

H h
x n

      
 

, 

где n  – коэффициент запаса;   – допускаемое напряжение. 

 

 
Рис. 4.12. Схема к расчету междукамерных целиков и потолочин  

по С. Г. Борисенко и А. А. Иливицкому [311] 
 

При залегании рудного тела, резко отличающегося от вертикали, расчет 

предлагается вести на вертикальное и горизонтальное давление по формулам: 

   

 

1
ctg ctg sin

2 ;
sin

h H h
P

         
 

   
 

 sin

sin cos

Hm
q

   


 
, 

где m  – мощность рудного тела;   – угол сдвижения. 

Величины действующих в целике напряжений выражаются соответствую-

щими зависимостями: 
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sin
1 ;

P l

h x n

    
 

 

1
1

sin

q l
h

m x n

           
. 

Вместе с очевидными преимуществами метода имеется и ряд существен-

ных недостатков. Наиболее значимые из них: 

1. Считается, что целики находятся под давлением разрушенных пород и 

потерянной руды, заполнивших выработанное пространство, а также давлени-

ем, вызванным сдвижением вмещающих пород. 

2. Напряжения по площади целика распределены равномерно. 

3. Поверхность сдвижения (скольжения) призмы ABFE принимается пло-

ской. 

4. Поверхность скольжения призмы ABFE принимается наклоненной к го-

ризонту под углом сдвижения, хотя правильнее было бы принять этот угол рав-

ным углу разрыва. 

5. Необоснованна реакция между рассматриваемыми призмами смещения.  

Рассмотрим наклонную залежь и в ее пределах одну из панелей (рис. 4.13). 

Пространство в пределах панели поддерживается междукамерными целиками. 

Как и в случае горизонтального залегания залежи (горизонтальной горной вы-

работки), в бортах столба пород, расположенных над выработкой формируются 

призмы смещения (см. рис. 4.13). Однако, в отличие от горизонтального залега-

ния, призмы смещения слева и справа имеют различные размеры, а, соответст-

венно, с различными силами воздействуют на породный столб. 

Определим среднюю нагрузку, действующую на всю панель. Под нагруз-

кой будем понимать нормальную и касательную (по отношению к пласту, руд-

ному телу и т. д.) составляющие суммарного вектора. 

Вертикальная и горизонтальная составляющие силовой нагрузки соответ-

ственно будут иметь вид (см. рис. 4.13): 

верт л п

гор л п

2 ;

.

P b H T T

P E E

   

 
                                    (4.17) 
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Рис. 4.13. Схема к расчету средней нагрузки на междукамерные целики 

для наклонных залежей 
 

Таким образом, нормальная и касательная нагрузки определятся соответ-

ственно зависимостями: 

верт гор

верт гор

cos sin ;

sin cos .

N P P

S P P

    

    




                               (4.18) 

Отметим, что из второго выражения (4.18) следует, что касательная со-

ставляющая нагрузки на междукамерные целики может быть направлена в раз-

личные стороны, например, при высоком уровне горизонтальных тектониче-

ских (измеренных) напряжений и относительно небольшом угле падения. 

Предположим, что имеем условие полной подработки, а начальное гори-

зонтальное напряжение в окрестности выработки равно H . Тогда условие 

смены знака касательных напряжений будет иметь вид: 

    2 2
2 sin tg tg cos 0

2
b H H b H b


          . 

Решая данное уравнение, получим 1  . Таким образом, при 1   для целика 

будет характерен сбросовый характер разрушения, а при 1   – взбросовый. К 

идентичным выводам приходит Макаров А. Б. в монографии [319] (рис. 4.14). 

H
лT

лE

пT

пE



2b
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Рис. 4.14. Механизм разрушения целиков в зависимости  

от вида напряженного состояния [319] 
 

Важно отметить, что полученное условие не зависит от угла падения зале-

жи. Заметим также, что взбросовый характер разрушения целиков должен яв-

ляться индикатором повышенных тектонических напряжений в массиве. 

Взбросовый характер разрушения приводит к тому, что целики, оформлен-

ные вертикально за счет структурных особенностей массива и сложного напря-

женного состояния, приобретают форму с боковыми поверхностями, наклонен-

ными примерно по нормали к пласту. При этом целики теряют 30 – 40 % несу-

щего сечения и переходят в категорию частично разрушенных (рис. 4.15) [319]. 

В этой связи очень важно правильно оформить целик. Оптимальный угол на-

клона оси целика к пласту (со стороны падения) рекомендуется определять по 

формуле [318]: 

 90 arctg tg       . 

Вернемся к расчету нагрузок на целики в случае наклонного залегания за-

лежи. Согласно выражениям (4.17), (4.18) и (4.3), нормальная нагрузка на цели-

ки, без учета мощности залежи, определяется по формуле:  

   л п л п2 cos cos ctg sinN b H T T T T           .       (4.19) 

Необходимо обратить внимание на то, что хоть в уравнении (4.19) величи-

ны касательных реакций можно вынести за скобки, делать этого не следует. 

Дело в том, что разность первых двух членов в правой части уравнения не 




1 





1
3

1 3/   

 



1 
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должна убывать с глубиной. То есть до определенной глубины она возрастает, а 

потом принимает постоянное значение, не зависящее от глубины.  

 
Рис. 4.15. Характер разрушения целиков при наклонном залегании залежи 

и взбросовом характере напряженного состояния [319] 
 

Используя уравнения (4.8), (4.19), запишем зависимость для определения 

средней нормальной нагрузки на целики в панели при наклонном залегании за-

лежи: 
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    (4.20) 
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Разделив в выражении (4.20) обе части на первое слагаемое в правой части, 

перейдем к коэффициенту нагрузки для наклонных залежей в случае, когда на-

грузка еще зависит от глубины: 

   
 

 
 

   
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(4.21) 

Заметим, что в отличие от своего аналога, коэффициента нагрузки для го-

ризонтальных залежей нK , коэффициент нагрузки для наклонных залежей нK   

может принимать значения, большие единицы. Это обусловлено горизонталь-

ными силами со стороны призм смещения. Кроме того, помимо рассматривае-

мых нормальных нагрузок на целики будут действовать еще и касательные, ко-

торые также негативно влияют на их устойчивость. Из зависимости (4.21) так-

же следует инвариантность коэффициента нагрузки относительно величин 
C

H
 

и 
b

C


.  

Влияние угла падения залежи (относительно горизонтального залегания) 

может быть оценено при помощи коэффициента влияния угла падения залежи: 

н

н

K
K

K


 . 

Взяв производную по H  от первых двух слагаемых (4.20) и приравняв ее 

нулю, определим глубину, начиная с которой вертикальная нагрузка макси-

мальна и прекращает зависеть от глубины: 

     21 γ tg γ tg
1 1

f f H b f H bH b

C C f C C

     
     .            (4.22) 
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Положив в уравнении (4.22) 0 , получим уравнение, определяющее пре-

дельную глубину для горизонтального залегания залежи (4.11). Необходимо 

отметить, что глубина, полученная по формуле (4.22), отличается от глубины, 

полученной по формуле (4.11), незначительно. То есть влияние угла падения 

залежи на предельную глубину достаточно ничтожно. 

На рис. 4.16 в качестве примера представлены графики, определяющие за-

висимость коэффициента влияния K  от угла падения залежи, степени подра-

ботки и физико-механических свойств горных пород.  

 
Рис. 4.16. Графики зависимости коэффициента влияния угла падения залежи 

от угла ее падения, степени подработанности массива  
и его физико-механических характеристик 

 

Анализ графиков показывает: 

1. С увеличением степени подработки коэффициент влияния угла падения 

уменьшается. 
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2. Коэффициент влияния возрастает при снижении величины 
C

H
 или сце-

пления массива, особенно это проявляется для крутых углов. Данный факт объ-

ясняется снижением удерживающих сил вдоль поверхностей скольжения. 

3. С ростом угла падения залежи увеличивается коэффициент влияния угла 

падения, причем наиболее интенсивный рост коэффициента начинается при 

60  . Это объясняется тем, что при этих значениях углов падения залежи в 

формировании общей нагрузки на целики все большее участие принимают 

именно горизонтальные реакции (а не вертикальные от веса столба), форми-

рующиеся под действием призм смещения. 

Перейдем к рассмотрению вопроса о формировании нагрузок на междука-

мерные целики для крутопадающих залежей. Под крутопадающими будем по-

нимать такие залежи, угол падения которых превышает так называемый пре-

дельный угол падения, то есть такой угол, при котором начинается сдвижение 

пород лежачего бока залежи (рис. 4.17). 

 
Рис. 4.17. Схема к расчету средней нагрузки на междукамерные целики 

для крутопадающих залежей 
 

Из рис. 4.17 видно, что в принципе расчетная схема для крутопадающей 

залежи ничем не отличается от схемы с наклонным залеганием (см. рис. 4.13). 
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Пожалуй, единственным отличием является практически полное отсутствие 

призмы смещения в борте породного столба со стороны восстания (если рас-

считывается первая со стороны восстания панель). В этой связи действием ре-

акций п п,E T  в практических расчетах можно пренебречь. Поэтому выражения 

(4.17) примут вид: 

верт л

гор л

2 ;

.

P b H T

P E

  


 

Во всем остальном расчет ничем не отличается от расчета нагрузок на це-

лики наклонных залежей. В частном случае, когда залегание залежи вертикаль-

ное, нагрузка на целики определяется по формуле гор лN P E   . 

Таким образом, угол падения залежи является весьма существенным фак-

тором при формировании нагрузок на целики. Как следует из проведенных ис-

следований, нагрузка на целики наклонных пластов может в разы превышать 

нагрузку на целики горизонтальных залежей. 

 

4.5. Механизм формирования вертикального горного давления 
в поле действия тектонических напряжений 

Очень часто при разработке месторождений помимо гравитационных по-

лей напряжений в массиве действуют тектонические поля, причем зачастую 

они значительно (в разы) превышают гравитационные. Установление значений 

тектонических напряжений и ориентировки главных осей напряжений является 

сложной фундаментальной научной и прикладной задачей. 

При проведении выработок происходит разгрузка естественных полей на-

пряжений. При открытой разработке месторождений разгрузка напряжений ве-

дет к деформированию прибортовых массивов. Форма карьеров меняется в 

плане (эллипсообразность), изменяется профиль бортов карьеров, происходит 

разуплотнение массива и, как следствие, снижение величины сцепления трещи-

новатых горных массивов. Однако вследствие больших масштабов данные яв-

ления визуально не заметны и приводят к локальным разрушениям (отслоени-

ям). Кроме того, снижается устойчивость борта карьера в целом. 
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При подземной разработке, в силу относительно небольших размеров вы-

работок, проявление тектонических напряжений иное. При неблагоприятной 

ориентировке выработок разгрузка напряжений может приводить к разруше-

нию выработок или к аккумуляции потенциальной энергии деформации с по-

следующим преобразованием в горный удар. В монографии [319] описывается 

следующий пример. При проведении кольцевого откаточного штрека руддвора 

клетевого ствола (рудник Расвумчорр ОАО «Апатит» (Хибинский массив)) на 

глубине 600 м наблюдались разрушения кровли с образованием характерного 

шатрового свода в интервале АВ (рис. 4.18). При использовании обычных гра-

фических построений, существует возможность определения направления дей-

ствия максимальных напряжений и критических углов ориентировки выработок 

(см. рис. 4.18). В идеальном случае оси выработок необходимо ориентировать 

по направлению действия максимальных напряжений, особенно на удароопас-

ных месторождениях. 

 
Рис. 4.18. Определение направления действия в массиве  

максимальных главных напряжений [319] 
 

Тектонические (активные) напряжения часто представляют в виде: 

1

кр 40  

1

кр 40  
Аз. 82

С

Ю

О
R

A

С

B



 265

т H   , 

где   – коэффициент пропорциональности, численно равный отношению гори-

зонтальной составляющей поля тектонических напряжений к вертикальной. 

Численное значение коэффициента   некоторые авторы для тектонических ре-

гионов оценивают величиной 1 – 10 (если тектоники нет, то будем считать 

0  ). 

Для определения значения равнодействующей тектонической силы необ-

ходимо проинтегрировать тектоническое напряжение по глубине: 

2
т / 2E HdH H    . 

Рассмотрим, каким образом формируется нагрузка на целики (выработки) 

в поле действия гравитационно-тектонических напряжений. Используя выра-

жение (4.8) для горизонтальной выработки (панели) и пренебрегая ее высотой 

(мощностью тела), касательная реакция между призмой и породным столбом 

определяется по формуле: 

 
γ

1
2

3 2

3

tg
4 2

2

0
2

2
2γ

f H

CC H
T p fp p dp

ff



 


 
 
 

 


  . 

Таким образом, условие равновесия призмы смещения и столба горных 

пород над выработкой в условиях действия тектонической составляющей поля 

напряжений будет иметь вид: 

 
γ

1
2

3 2

3

tg
4 2

22
2

2γ

f H

CC H
p H p fp p dp

fbf b



 


 
 
 

 


    .                    (4.23) 

Как и раньше, нагрузка не может превышать величины H  и не может 

убывать с глубиной. Используя выражение (4.23), получим зависимость, опре-

деляющую средний коэффициент нагрузки: 
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 
γ

1

3 2

tg
4 2

н 3

2
1 2

γ γ 2

f

C

H

p C C H C
K p fp p dp

H H b f C bf



 


 
 
 

 
 

   
  .         (4.24) 

Положим в уравнении (4.24) н 1, 35K      и исследуем влияние коэффи-

циента   на величину горного давления (рис. 4.19). Анализируя графики, дела-

ем вывод о том, что если в массиве действуют горизонтальные тектонические 

напряжения, превышающие вертикальные ( 1  ), то для любых физико-

механических характеристик горного массива и отношения /L H  расчет сред-

ней вертикальной нагрузки на горную выработку (целики в панели) необходи-

мо производить исходя из полного веса столба вышележащих пород, то есть 

н 1K  . Другими словами, если распределение горизонтальных напряжений 

превышает уровень гидростатического поля, то необходимо принять н 1K  , 

при любых размерах выработанного пространства. 

 
Рис. 4.19. Графики влияния  тектонического напряжения 

на величину вертикального горного давления  

 

/b C

/ 0,002C H 

10

20

30

40

50

0
0,2 0,4 0,6 0,8 1,00 1,2



0,01

0,1

н 1 35K    



 267

Таким образом, механизм формирования вертикального горного давления 

в поле действия горизонтальных тектонических (активных) напряжений заклю-

чается в том, что они создают дополнительное горизонтальное (нормальное) 

усилие, удерживающее призмы смещения в бортах столба пород, расположен-

ных над выработанным пространством. При этом снижается касательная со-

ставляющая реакции между призмой и породным столбом, которая удерживает 

столб пород, тем самым увеличивая нагрузку на целики, крепь и т. д. При неко-

торой величине активных тектонических напряжений, создаваемого ими усилия 

становится достаточно для удержания призмы смещения в равновесии без уча-

стия касательной составляющей реакции (между призмой и породным стол-

бом), которая, в свою очередь, снижала вертикальную нагрузку. 

Говоря о нагрузке, необходимо оговориться. Отыскиваемая нами нагрузка 

равна той силе, которую необходимо приложить к породному столбу, чтобы он 

находился в равновесии после подработки. Если этой силы не будет (выработка 

без крепи, отсутствие целиков и т. д.), то это еще не значит, что столб пород 

обрушится. В процессе деформирования (смещения столба вниз) по боковым 

граням породного столба произойдет перераспределение касательной реакции 

вплоть до ее максимального значения, равного пределу кулоновской прочности 

на срез. 

В том случае, когда нагрузка на целики определяется полем тектонических 

напряжений, то есть вертикальная компонента равна H , а горизонтальная 

H , то для наклонных залежей влияние угла падения на величину нормальной 

нагрузки на целики в панели (коэффициента нагрузки) можно выразить через 

коэффициент. Коэффициент влияния угла падения залежи определяется по 

формуле [319]: 

  0,5 1 1 cos2K        . 

Таким образом, тектонические поля напряжений определяют не только 

граничные условия в горизонтальной плоскости, но также способствуют повы-

шению вертикального горного давления. 
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Выводы по главе 4 

На основе разработанной во второй главе теории, дано новое решение ак-

туальных научных и прикладных задач. 

1. Получены зависимости, определяющие начальное напряженное состоя-

ние нетронутого горного массива с учетом пластической (а не только упругой, 

по А. Н. Диннику) составляющей гравитационных напряжений. Таким образом, 

предлагается новый подход к обоснованию величины горизонтального поля 

гравитационных напряжений. 

2. Предлагается аналитический метод прогнозирования угловых парамет-

ров процесса сдвижения (углы разрыва, сдвижения, граничные) в сплошном 

квазиоднородном массиве, основанный на определении положения границы 

областей сдвижения с разрывом сплошности горного массива (собственно сдви-

жений) и деформаций массива без разрыва сплошности (собственно деформа-

ций). Аналитически доказана стабильность углов разрыва с глубиной. Указыва-

ется на причины слабой зависимости углов разрыва, а соответственно и углов 

сдвижения от физико-механических (прочностных) свойств горного массива. С 

другой стороны, в подтверждение экспериментальных данных указывается на 

почти функциональную линейную связь углов разрыва со стороны лежачего 

бока залежи от угла ее падения. 

3. Получены зависимости, определяющие нагрузку на крепь горизонталь-

ных горных выработок. Доказывается, что максимальная нагрузка на крепь ин-

вариантна относительно глубины. 

4. Обоснован и исследован механизм формирования нагрузки на целики. 

Исследовано влияние на величину нагрузки физико-механических свойств гор-

ных массивов, угла падения залежи, глубины и степени подработки. 

5. Обоснован механизм увеличения вертикального горного давления на 

горные выработки, конструктивные элементы систем разработок (целики) в по-

ле действия тектонических (активных) напряжений. 
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5. РАСЧЕТНЫЕ ПРОЧНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ГОРНЫХ МАССИВОВ 

 

5.1. Общие сведения 

Пожалуй, самой загадочной и абстрактной величиной в геомеханике явля-

ется величина сцепления трещиноватого горного массива. Трещины отдельно-

сти (кливаж) придают горному массиву структуру кирпичной кладки и делают 

массив в каждой конкретной точке анизотропным. Сцепление по направлению, 

совпадающему с трещиной отдельности, может на два порядка отличаться от 

прочности структурного элемента (блока, куска, образца). Кроме того, элемен-

ты залегания систем трещин в горном массиве меняются с глубиной горных ра-

бот и по площади шахтных и карьерных полей. Также меняются и прочностные 

характеристики трещин и структурных блоков. Несмотря на это, нашей задачей 

является определение сцепления массива размером в сотни и даже первые ты-

сячи метров.  

Объективному установлению свойств массива препятствуют, по меньшей 

мере, три проблемы. 

1. Высокая изменчивость показателей свойств ненарушенных пород, то 

есть образцов (коэффициенты вариации лабораторных определений свойств 

горных пород могут достигать сотен процентов). 

2. Весьма маленький объем выборки при определении свойств пород. 

3. Процессы, происходящие при разрушении откосов с блочным строени-

ем, подобны процессам, происходящим в очаге землетрясений. Описание про-

цесса разрушения блочных сред с трещинами отдельности, имеющими слож-

ную геометрию (фрактал), и чрезвычайно сложный характер деформирования, 

на сегодняшний день, несколько затруднено, хотя серьезные научные прора-

ботки по данному вопросу уже имеются.  В этой связи приходится довольство-

ваться лишь эмпирическими зависимостями, прогнозирующими результат с не-

известной точностью, либо определять величину сцепления массива посредст-

вом обратных расчетов. В принципе, величина сцепления трещиноватого гор-

ного массива является надуманной, но очень удобной, например, для оценки 
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устойчивости откосов. Ведь сцепление – это характеристика среза, а срез под-

разумевает плоскую поверхность. Но разрушение горного массива происходит 

по законам иерархически блочных сред, то есть с вращением и трансляцион-

ным движением структурных элементов. Таким образом, абстрактная величина 

сцепления полностью определяется уровнем нашего знания вопросов нелиней-

ных процессов, происходящих в иерархически блочных средах, включая рота-

цию при деформировании и медленные волны и др. Однако, в силу ограничен-

ности наших знаний, для практических целей прибегают к созданию эмпириче-

ских зависимостей. 

Источником первой проблемы является сложнейший генезис месторожде-

ний полезных ископаемых, а также процессы физического и химического вы-

ветривания, метаморфизма, тектонической активности и др. Прежде всего это 

относится к рудным месторождениям. Если провести аналогию, например, ме-

жду образцами горных пород и кирпичами (и те и другие фактически являются 

строительным материалом соответственно для горняков и строителей), то ста-

нет очевидным, что у строителей о высоких показателях изменчивости свойств 

кирпича не может идти даже речи, так как он производится практически из од-

ного и того же материала (глины) при совершенно одинаковых условиях (тем-

пература, давление и др.). 

При разработке месторождений полезных ископаемых происходит изме-

нение (перераспределение) естественных полей напряжений вокруг горных вы-

работок в радиусе десятков километров в плане и километров по глубине, обра-

зуется депрессионная воронка с размерами, в десятки километров. Таким обра-

зом, для прогнозирования протекания геомеханических процессов нам необхо-

димо располагать свойствами горных пород в радиусе влияния разработок. Рас-

смотрим следующий пример. Пусть имеется среднее по размерам месторожде-

ние глубиной 500  метров, с размерами шахтного поля в плане 3000 1000  мет-

ров. И пусть в пределах шахтного поля было отобрано и испытано на одноос-

ное сжатие 1000  образцов (достаточно много), средний размер стандартного 

образца составляет 40 40 40   мм. Определим долю выборки от генеральной 
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совокупности как отношение объемов выборки к объему генеральной совокуп-

ности. Порядок этой величины составит 1010 . При этом рассматривалась не 

область влияния, а лишь непосредственно область ведения горных работ. 

Используя такой мизерный объем выборки, нам необходимо произвести 

прогноз свойств горных пород, характеризующих всю генеральную совокуп-

ность (весь массив). А если учесть чрезвычайно высокую изменчивость свойств 

горных пород, даже в пределах одной литологической разности, то становится 

очевидной весьма низкая представительность получаемых результатов.  

Трудности прогнозирования свойств, описанные выше, относились лишь к 

ненарушенным трещиноватостью массивам, последняя же и определяет в гео-

механике, на взгляд автора, самую большую проблему. Дело в том, что скаль-

ные и полускальные горные породы, которые и сопровождают в своем боль-

шинстве разработку месторождений, являются, при отсутствии сплошных тре-

щин, достаточно прочными. Поясним это на примере. 

Как известно, М. М. Протодьяконов разделил все горные породы по степе-

ни сопротивляемости технологическим воздействиям (буримость, взрывае-

мость, экскавируемость, абразивность, твердость, и т.д.) на двадцать классов. 

Для скальных горных пород коэффициент крепости в среднем можно принять 

15f  . Известно, что между коэффициентом крепости и пределом прочности 

на одноосное сжатие существует корреляционная связь: 

сж

1000
f


 . 

Заметим, что по этой зависимости коэффициент крепости горных пород 

может достигать значений 35f  . Представим предел прочности на сжатие, 

т/м2: 

сж H   , 

где   – объемный вес налегающей толщи; H  – предельная глубина расположе-

ния рассматриваемого куска горной породы. 

Таким образом, выразим из рассмотренных выражений предельную глуби-

ну, на которой произойдет разрушение ненарушенного образца: 
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1000 f
H 


. 

Примем приближенно 33 т/м  , откуда 5000 мH  . Таким образом, даже 

при одноосном сжатии образец средней крепости на глубинах ведения горных 

работ (в России до 2000 м ) разрушен не будет. Другими словами, при такой 

прочности можно выстроить вертикальный борт карьера высотой 5 кмH  , на 

практике же он на два порядка меньше. Из этого примера отчетливо видна не-

гативная роль трещиноватости. 

 

5.2. Сцепление массива скальных трещиноватых горных пород 

Основными механическими характеристиками при расчете предельных па-

раметров элементов систем горных разработок являются сцепление и угол 

внутреннего трения. Что касается погрешностей прогнозирования механиче-

ских характеристик горных пород, отметим, что ошибка оценки угла внутрен-

него трения редко превышает 2 – 3 градуса. Иначе обстоит дело с определением 

величины сцепления массива горных пород. При ее обосновании разными ме-

тодами результаты могут отличаться между собой в 2 – 4 раза [8], что делает 

расчет и найденные предельные параметры сооружений недостоверными. 

Величину сцепления трещиноватого горного массива можно выразить сле-

дующим образом: 

м к кC C p C p   ,                                          (5.1) 

где м к, ,C C C  – соответственно сцепления массива, структурного блока (куска, 

образца) и по трещине отдельности; к ,p p  – соответственно вероятности (час-

тости) разрушения структурных элементов и трещин вдоль поверхности разру-

шения (скольжения). 

В действительности, если обратиться к экспериментальным данным, на-

пример к исследованиям Д. Н. Кима [325], то даже если трещины расположены 

перпендикулярно и параллельно прилагаемой нагрузке (нормально секущая 

трещиноватости), то есть срез происходит по поверхности, не совпадающей с 
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поверхностями трещин, то снижение сцепления все равно происходит. Однако 

это снижение незначительно, то есть величины сцеплений массива и куска 

имеют один порядок, а если учесть достаточно большие значения величины 

сцепления куска скальной породы, то задача по определению условий сниже-

ния прочности в этом случае теряет актуальность. Таким образом, далее рас-

сматривается случай снижения прочности массива вследствие более низкой 

прочности трещины на срез и частичного совпадения поверхности скольжения 

(разрушения) с поверхностями трещин. В этом случае величина сцепления мас-

сива снижается относительно куска на 1-2 порядка. 

Учитывая, что в любой точке поверхности скольжения разрушается либо 

трещина отдельности, либо структурный блок, то есть к 1p p  , из формулы 

(5.1) получим: 

 м к кC C C p C    .                                   (5.2) 

Таким образом, задача по определению величины сцепления массивов 

горных пород сводится к определению вероятности разрушения структурных 

блоков вдоль поверхности скольжения. Отметим, что, согласно формуле (5.2), 

величина кp  имеет смысл коэффициента структурного ослабления  : 

 
 

м

к

C C

C C


 


.                                            (5.3) 

Используя данный подход к обоснованию величины сцепления трещино-

ватых массивов Г. Л. Фисенко [15] рекомендует формулу: 

 
 

к
м 1 ln

C C
C C

a HW


 


,                                (5.4)    

где 0,5 10a    – коэффициент, зависящий от характера трещиноватости (опре-

деляется из таблицы); H  – размер рассматриваемого массива (высота борта 

карьера, целика); W  – интенсивность трещиноватости, величина, обратная 

среднему размеру структурного блока. 

Автором в кандидатской диссертации [257] получена подобная зависи-

мость:  
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    
к

м

max
к

tg 50 3 1 1

1

C C
C C

C
HW

C

HW

  
       
 


,              (5.5) 

где max  – максимальный из углов падения в выработанное пространство сис-

тем трещин, но трещины со сдвиговым характером разрушения. 

Кроме того, определена область значений углов падения систем трещино-

ватости и соотношений сцепления по трещине к сцеплению структурного бло-

ка, при которых необходимо принимать 

мC C . 

Как видно, формулы (5.4) и (5.5) получены из более общих зависимостей 

(5.2) и (5.3), а их принципиальное различие состоит в способе обоснования ве-

роятности разрушения структурных блоков вдоль поверхности скольжения. 

Еще раз отметим, что формулы (5.4) и (5.5) получены из предположения, что 

поверхность разрушения будет совпадать либо с трещиной, либо с целиковой 

частью массива, то есть поверхность скольжения является плоской. В действи-

тельности процесс разрушения более сложный.  

В работе [326] предпринята попытка обосновать вероятность разрушения 

структурного блока в каждой точке поверхности скольжения. То есть в каждой 

точке поверхности скольжения сравнивались обобщенные силы при разруше-

нии по трещинам, с заданными углами их падения, и при разрушении струк-

турного блока (куска). Однако, как было показано выше, поверхность скольже-

ния выбирает тот “путь”, который обеспечивает ей максимум разности сдви-

гающих и удерживающих сил на возможном перемещении (максимум обоб-

щенной силы) всей призмы смещения, то есть всей механической системы. 

Когда массив нетрещиноватый, поверхность скольжения будет криволи-

нейной и монотонной, в трещиноватом же массиве поверхность разрушения 

будет ломаной. Таким образом, задача по определению величины сцепления 

состоит в определении такой поверхности разрушения, с учетом поверхностей 
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трещин, которая обеспечивала бы максимум обобщенной силы при обязатель-

ном выполнении условия предельного равновесия. Как видно из последней 

формулировки, задачи по определению сцепления трещиноватого массива и его 

предельных параметров совпадают, то есть фактически величина сцепления 

массива становится незначимой. 

Как было показано выше, в случае прямолинейной поверхности ослабле-

ния, каковой можно считать трещину отдельности или разрушенный структур-

ный блок, обобщенная сила определяется выражением: 

    2

1

tg tg 1 tg
n

i

h C


        ,                           (5.6) 

где n  – количество трещин и структурных блоков, пересекаемых поверхностью 

скольжения; C  – сцепление структурного блока или трещины, в зависимости от 

того, что будет разрушено в конкретной точке поверхности скольжения;   – 

угол внутреннего трения структурного блока или угол трения по трещине, в за-

висимости от того, что будет разрушено в конкретной точке поверхности 

скольжения;   – объемный вес горных пород; h  – глубина рассматриваемой 

точки;   – угол падения трещины или площадки среза структурного элемента в 

горном массиве;   – ширина отсека (средний размер структурного элемента). 

Таким образом, пусть массив разбит на структурные блоки некоторым ко-

личеством систем трещин, необходимо определить наиболее слабую поверх-

ность скольжения, совпадающую с поверхностями трещин и поверхностями 

разрушения структурных элементов. То есть, требуем максимума выражения 

(5.6) при одновременном выполнении условия предельного равновесия. Други-

ми словами, подбираем, например, такое значение объемного веса, при задан-

ной высоте откоса, чтобы условие (5.6) было равно нулю.  

Целевая функция в этом случае будет иметь вид: 
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         
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tg tg 1 tg tg tg 1 tg

tg tg 1 tg
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tg tg 1 tg .
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n n n

h C h C

h C h C

h C

h C

                      



               

          

 

       

(5.7) 

Условие предельного равновесия: 

    2

1

tg tg 1 tg 0
n

i i i
i

h C


         .                  (5.8) 

Углы падения трещин   будем считать известными из полевых данных. 

Возможность разрушения структурного блока в массиве определяется мини-

мальной глубиной. Однако прочность структурных блоков скальных массивов 

достаточно велика, о чем уже говорилось выше. С другой стороны, если проч-

ность структурных блоков соизмерима с прочностью трещинных участков, то в 

этом случае коэффициент структурного ослабления будет принимать достаточ-

но большие значения и в его обосновании теряется смысл.   

Максимальное значение обобщенной силы в точке при определенном угле 

наклона площадки среза может не дать максимума целевой функции. Таким об-

разом, необходимо установить некоторое правило для выбора той или иной 

площадки скольжения в точке, чтобы целевая функция была максимальна. 

Выражения (5.7), (5.8) представляют собой задачу динамического про-

граммирования. Задача динамического программирования сводится к нахожде-

нию оптимальной стратегии посредством определения экстремума некоторого 

критерия оптимальности. 

На рис. 5.1 представлена схема к решению задачи динамического про-

граммирования. Таким образом, на каждом  1i  -м шаге выбирают именно ту 

площадку среза (трещину отдельности либо площадку среза структурного эле-
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мента), которая, совместно с одной из площадок на i -м шаге, обеспечит экс-

тремум (максимум) целевого выражения (5.6), (5.7) для двух шагов, то есть 

сумма обобщенных сил на двух участках будет максимальной [327]. 

 
Рис. 5.1. Схема к решению задачи определения наиболее слабой  

поверхности скольжения в трещиноватом горном массиве 
 

Порядок построения поверхности разрушения и определения величины 

сцепления трещиноватого горного массива следующий. Вся расчетная область 

разбивается вертикальными линиями на n  отсеков, ширину которых можно 

принять равной среднему размеру структурного элемента в горном массиве. В 

каждом отсеке вычисляют значения обобщенной силы для всех систем трещин 

и для критической площадки разрушения структурного блока. Для смежных от-

секов составляются попарные суммы обобщенных сил с общим числом: 

   1 1r m   , 

где ,r m  – количество систем трещин в  1i  -м и i -м отсеках. 

Полученные суммы сравниваются. Максимальное значение суммы будет 

указывать на систему трещин (или структурный блок) в  1i  -м отсеке, обес-

печивающую экстремум целевому выражению (5.7). Повторяя описанную опе-

рацию, отстраивают всю ломаную поверхность разрушения. После построения 

поверхности скольжения появляется возможность оценить средневзвешенное 

значение величины сцепления вдоль поверхности разрушения, т. е. величину 

1i  i
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сцепления массива. Массив при этом должен находиться в предельном равно-

весии. 

В заключение отметим, что метод динамического программирования уже 

применялся для нахождения потенциальной поверхности скольжения в одно-

родном откосе [72, 73], однако критерий оптимизации не обосновывался и 

представлял собой сумму сдвигающих и удерживающих сил на площадку среза 

(критерий алгебраического сложения сил).  

 

5.3. Нормативное значение 
коэффициента запаса устойчивости 

Приведем некоторые определения. 

Коэффициент устойчивости n  – это коэффициент, полученный методом 

алгебраического сложения сил по произвольной поверхности скольжения. Его 

численное значение определяется отношением суммы всех удерживающих от-

кос сил к сумме всех сил, его сдвигающих. 

Коэффициент запаса устойчивости зn  – это показатель, с помощью кото-

рого сдвигающая сила вдоль плоскости (в пределах элементарного блока) 

скольжения уравнивается с предельным сопротивлением сдвигу. Данный коэф-

фициент выражается методами предельного равновесия. 

Необходимый или нормативный коэффициент запаса устойчивости нn  – 

это коэффициент, который вводится в прочностные характеристики массива 

(высоту откоса и др.). Под данным коэффициентом следует понимать специ-

альный корректив, вводимый в расчет с целью исправить все возможные по-

грешности, которые мы могли сделать, выполняя данный расчет. 

Ввиду значительной изменчивости и неполной изученности, с целью учета 

всех факторов, влияющих на устойчивость горного массива, в средневзвешен-

ные показатели вводится нормативный коэффициент запаса устойчивости. На-

значение оптимальной величины нормативного коэффициента запаса устойчи-

вости имеет очень большое значение, так как эта величина является границей 
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между экономической эффективностью работы карьера и безопасностью рабо-

ты с точки зрения устойчивости откосов. 

Теоретическому исследованию вопроса о запасе устойчивости посвящено 

много работ. Однако единого мнения о структуре нормативного коэффициента 

запаса и его величине при оценке устойчивости бортов карьеров до настоящего 

времени нет. Также остается открытым вопрос о том, в какие величины (пара-

метры) необходимо вводить запас. 

Выделяются два направления в назначении нормативного коэффициента 

запаса устойчивости. 

Первое направление – это статистический метод определения нормативно-

го коэффициента запаса в зависимости от ошибок исходных данных, входящих 

в расчеты. При этом значение общего запаса устойчивости вводится в прочно-

стные характеристики массива пород. Большие работы в этом направлении 

проведены под руководством Г. Л. Фисенко (ВНИМИ), а также другими авто-

рами. 

Коэффициент устойчивости рассматривается как отношение удерживаю-

щих откос сил к сумме всех сил сдвигающих: 

мf N C L
n

T


 


; 

м

н н1

f C L
N

n n

T







, 

где f  – коэффициент внутреннего трения; N , T  – суммы нормальных и 

касательных сил, т; мC  – сцепление массива, т/м2; L  – длина поверхности 

скольжения, м. 

То есть устойчивое равновесие вдоль поверхности скольжения рассматри-

вается как предельное равновесие с новыми прочностными характеристиками 

массива. Здесь необходимо отметить, что в качестве базового метода расчета 

принят метод алгебраического сложения сил. При использовании наиболее 

обоснованных методов – предельного равновесия, в которых коэффициент за-



 280

паса не выражается в явном виде, необходимо производить сравнение его чис-

ленного значения с нормативным коэффициентом запаса устойчивости. 

Авторы некоторых работ, в которых рассматривается нормативный коэф-

фициент запаса устойчивости, предлагают его обоснование на основе вероятно-

стных методов. Здесь нормативный коэффициент запаса является не абсолют-

ным критерием, а инструментом анализа и показывает чувствительность устой-

чивости массива к изменению тех или иных определяющих факторов. 

Обобщая идеи Стрелецкого Н. С. [328], Н. К. Звонарев [329] представляет 

нормативный коэффициент запаса в виде произведения частных коэффициен-

тов in . Из предположения, что каждый из них характеризуется нормальным за-

коном распределения с плотностью 

 2
221

2

i

i

x a

i
i

y e





 

, 

где ia  – среднее значение in ; i  – стандарт или среднее квадратическое откло-

нение. 

Определяется нормативный (общий) коэффициент запаса, который также 

будет характеризоваться нормальным законом распределения. При этом его 

среднее значение и среднеквадратическое отклонение 

0 1 2

2 2
0 2 1 1 1

... ;

.... ... ... .

n

n n n

a a a a

a a a a 

 

     
                              (5.9) 

Правилами [26] для определения нормативного коэффициента запаса ус-

тойчивости рекомендуется использовать первую из формул (5.9). Причем част-

ные значения ia  определяют следующие факторы: 

– надежность определения механических характеристик пород (угла внут-

реннего трения и сцепления, а также угла трения и сцепления по естественным 

поверхностям ослабления); 

– погрешности определения положения наиболее напряженной поверхно-

сти скольжения; 

– способ учета гидрогеологических факторов; 



 281

– точность способа расчета устойчивости откосов. 

Величину необходимого коэффициента запаса в зависимости от стадии ос-

воения месторождения и способа получения исходных характеристик, входя-

щих в расчеты, Правилами [26] предлагается определять, согласно табл. 5.1. 

Таблица 5.1 

Рекомендуемые величины нормативного коэффициента запаса устойчивости  

n  

Стадия освоения месторождения (степень 
надежности исходных данных) 

нерабочий 
борт (срок 
стояния  
> 10 лет) 

рабочий 
борт 

Примечание 

1,5  1, 4  
При трещиноватых, текто-
нически нарушенных вме-
щающих породах 

Проектирование (по данным бурения сква-
жин и методом аналогий) 

1,3  1,2  При слабых песчано-
глинистых разностях 

Эксплуатация (по данным изучения масси-
ва пород в обнажениях и анализу деформа-
ций) 

1,3  1,2  – 

Ликвидация (постановка борта в предель-
ное положение по данным длительных ин-
струментальных наблюдений за состояни-
ем откосов) 

1, 2  1,1  – 

 

Кроме того, немаловажную роль при выборе нормативного коэффициента 

запаса играет наличие на земной поверхности в пределах призмы возможного 

обрушения охраняемых зданий и сооружений. 

В практических расчетах математическое ожидание и среднее квадратиче-

ское отклонение нормативного коэффициента запаса устойчивости необходимо 

рассматривать как: 

н

н 1 2

2
2

1

( , ... );

,
i

n

n

n x
ii

n x x x

x

 

     


                                     (5.10) 

где 1 2, ... nx x x  – математические ожидания случайных аргументов; 
ix

  – средние 

квадратические отклонения случайных аргументов. 
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Очевидно, что когда откос находится в предельном состоянии н 1n  , а 

нормативный коэффициент выражается зависимостью 

н 1 bn t m  , 

где bt  – коэффициент, соответствующий заданной надежности b ; m  – общая 

погрешность расчетных условий, ее отличие от 
ix

  заключается в том, что в 

нее могут также входить ошибки некоторых факторов, не входящих в выраже-

ние для нn . 
н

2 2
n im m   . 

Заметим, что некоторые авторы предлагают вводить нормативные коэф-

фициенты запаса отдельно для трения и сцепления: 

р м

р

;

,

CC C l

l

 

  
 

где Cl , l  – половина доверительного интервала соответственно для сцепления 

и трения. 

Мнения о величинах bt  и m  у разных исследователей расходятся. Звонарев 

Н. К. считает, что необходимо выбирать ту надежность, при которой разность 

между возможной экономией от уменьшения объема вскрыши и возможными 

расходами по ликвидации последствий оползней будет наибольшей и рекомен-

дует величины нормативного коэффициента запаса (табл. 5.2). 

В. И. Зобнин [330] коэффициент надежности определяет как функцию, за-

висящую от категории борта и срока его стояния: 

bt ab , 

где a  – коэффициент, учитывающий категорию борта; b  – коэффициент, учи-

тывающий продолжительность стояния борта. 

Величину нормативного запаса в зависимости от надежности Н. К. Звона-

рев рекомендует определять согласно табл. 5.2. 
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Таблица 5.2 

Значения надежности и величины запаса по Н. К. Звонареву 

Наименование борта Надежность, % 
Величина нормативного  
коэффициента запаса 

Рабочий борт 87  1,12оa m  

Борта погашения 91 1,32оa m  

Нерабочие борта при авто-
мобильном транспорте 

95  1,60оa m  

Нерабочие борта при же-
лезнодорожном транспорте 

98  1,80оa m  

 

Арсентьев А. И. [331] отмечает, что рациональный уровень риска должен 

устанавливаться исходя из взаимодействия оценки экономических и психоло-

гических (конъюнктурных) последствий риска. Для обоснования риска он вво-

дит понятие функции опасения и рассматривает четыре отношения к риску – 

смелое, ровное, осторожное, никакого риска. Каждое отношение описывается 

своей функцией опасения, которая в конечном итоге и определяет рациональ-

ный уровень риска. 

Как отмечается в статье [79], “требуемый уровень надежности зависит от 

ответственности сооружения и определяется в основном из опыта или методом 

экспертных оценок”. В. И. Речицкий, например, рекомендует для скальных ос-

нований плотин уровень надежности 0,984 – 0,997. 

Различия в определении общей погрешности m  заключается в количестве 

учтенных при ее расчете случайных факторов. 

Отдельного рассмотрения требует методика обоснования нормативного 

коэффициента запаса устойчивости, предложенная Б. Д. Полововым [332, 333]. 

Вычисляется общая вероятность деформирования откоса по формуле 

   д 1 2 31 1 1 1 ...P P P P     , 

где 1P  – вероятность деформирования горных пород вследствие случайного ха-

рактера физико-технических и структурных параметров прибортового массива; 

2P  – вероятность деформирования горных пород по фактору локальной обвод-
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ненности; 3P  – вероятность деформирования горных пород, вызванная необна-

руженными поверхностями ослабления. 

Вероятность 1P  выражается отношением 

  н

н

1 н

1
1

1
2

n

n

P n

  
    ,                                    (5.11) 

где   – символ интеграла вероятности. 

Значения нормативного коэффициента запаса и его ошибки в отношении (5.11) 

определяются формулами (5.10). 

Варьированием случайных входных параметров добиваются минимума 

одной из нижеследующих целевых функций, которые отражают важные эконо-

мические и социальные критерии устойчивости откосов: 

д min;P Y З    

 н д н д и1 minP P Y P P З З     , 

где Y  – ущерб от деформаций карьерных откосов; З  – затраты на проти-

водеформационные мероприятия; нP  – надежность контроля за состоянием от-

косов; иЗ  – затраты на контроль. 

Отметим, что все рассмотренные выше методики основаны на нормальном 

законе распределения. 

Развивая идеи Б. Д. Половова, А. А. Смирнов [47] показывает, что задачи 

устойчивости откосов в условиях риска могут решаться методом Монте-Карло. 

Помимо этого указывается на возможность решения задачи при произвольных 

законах распределения входных случайных аргументов. Это, например, дости-

гается разложением функции случайных аргументов в ряд Грамма-Шарлье, 

реализующий произвольный закон распределения. 

Второе направление. Отличительной особенностью второго направления 

является попытка вводить нормативный коэффициент запаса устойчивости не-

посредственно в параметры откоса – высоту, угол наклона, величину заложения 

и т. п. 
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Окатов Р. П. [334], ссылаясь на С. И. Попова и А. М. Демина, утверждает: 

“Совершенно очевидно, что предельная высота откоса с учетом нормативного 

коэффициента запаса определится как”: 

р
з

н

h
h

n
 . 

В. Е. Коновалов и В. А. Гордеев [335] рассматривают случайную величину 

– индекс устойчивости, которая численно равна отношению предельно допус-

тимой высоты откоса к высоте откоса, для которой рассчитывается вероятность 

обрушения. Предельная высота определяется формулой Токмурзина О. Т. для 

однородных откосов. Описывая индекс устойчивости логнормальным законом 

распределения, они определяют вероятность обрушения откоса в зависимости 

от его величины (например, когда индекс устойчивости равен 1, вероятность 

обрушения равна 0,5). Дисперсия распределения оценивается формулой ошиб-

ки функции случайных коррелированных аргументов. 

Анализируя рассмотренные методы назначения нормативного коэффици-

ента запаса устойчивости, констатируем, что наиболее обоснованной из них яв-

ляется методика, предложенная Б. Д. Полововым. Она позволяет в результате 

вероятностного анализа принять оптимальное техническое решение. 

На сегодняшний день практику введения запаса устойчивости (прочности) 

в механические характеристики пород откоса можно считать общепринятой. 

Однако правомерность введения одинаковых значений нормативного коэффи-

циента запаса в сцепление и коэффициент внутреннего трения и вообще право-

мерность введения запаса в коэффициент внутреннего трения, нужно поставить 

под сомнение ввиду следующих причин: 

1. Различная точность определения механических характеристик пород от-

коса. 

2. Неодинаковое участие в обеспечении устойчивости сцепления и угла 

внутреннего трения. 

3. При введении запаса в коэффициент внутреннего трения изменяется не 

только расчетное значение, но также форма призмы смещения. Между тем в 
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Правилах [26] указывается: “При построении поверхности скольжения в исход-

ные характеристики прочности пород предварительно вводится коэффициент 

запаса”. 

4. При введении запаса в величину трения для обводненных откосов неоп-

ределенно занижается значение негативного влияния гидростатического давле-

ния. 

В работе [336] автором показано, что при различных точностях определе-

ния основных прочностных характеристик горных пород, одной и той же веро-

ятности разрушения откоса соответствует множество пар нормативных коэф-

фициентов запаса устойчивости, вводимых в величины сцепления и коэффици-

ент внутреннего трения, и, как следствие, – различные значения предельного 

значения угла откоса. Таким образом, можно подобрать такие значения коэф-

фициентов запаса, вводимых в сцепление и коэффициент внутреннего трения, 

чтобы угол откоса был максимален, при этом вероятность (риск) разрушения 

останется постоянной. Данный факт подтверждает справедливость высказыва-

ний, изложенных в пунктах 1, 2. 

Утверждения, приведенные в пунктах 3, 4, и вовсе подтверждают непра-

вомерность введения нормативного коэффициента запаса устойчивости в вели-

чину коэффициента внутреннего трения.  

Таким образом, нормативный коэффициент запаса устойчивости должен 

вводиться только в величину сцепления. С другой стороны, в инженерной 

практике запас прочности (устойчивости) вводится либо в предельные прочно-

стные характеристики материала, либо в величины внешних нагрузок. В геоме-

ханике, и, в частности, при оценке устойчивости бортов карьеров активной 

(разрушающей) силой является сила тяжести (или тектонические силы, которые 

также выражаются через силу тяжести), определяемая объемным весом горных 

пород, таким образом, запас устойчивости может быть также введен в величину 

объемного веса горных пород. 

Если теперь учесть, что величина предельного угла откоса, например, для 

однородных и изотропных откосов является функцией соотношения / γC H , то 
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становится очевидным, что запас может быть совершенно равнозначно введен в 

сцепление, объемный вес и даже в высоту откоса. 

 

Выводы по главе 5 

Таким образом, при развитой трещиноватости, придающей массиву струк-

туру кирпичной кладки, рекомендуется производить моделирование разруше-

ния массива по системам трещин с привлечением аппарата динамического про-

граммирования и определением поверхности разрушения. Данную методику 

можно рекомендовать и при наличии трещин большого протяжения (поверхно-

стей ослабления). В этом случае порядок расчета и построения поверхности 

разрушения остается неизменным. 

Для оценочного определения величины сцепления массива трещиноватых 

скальных пород можно воспользоваться зависимостями (5.4) и (5.5). Как следу-

ет из зависимости (5.5), при наличии в массиве трещин с углом падения, пре-

вышающим угол трения по трещине на 10 15  , сцепление массива полностью 

определяется сцеплением по трещине отдельности. Основной сложностью при 

использовании формулы (5.4) является определение коэффициента a . Дело в 

том, что для его определения вводится понятие нормально секущей и кососе-

кущей трещиноватости. В широком смысле нормально секущая трещинова-

тость перпендикулярна и параллельна главным напряжениям, но направление 

действия главных напряжений в массиве установить очень сложно, кроме того, 

их ориентировка меняется от точки к точке (в борту карьера). Поэтому задача 

по определению коэффициента a  и вообще величины сцепления массива при-

обретает субъективный характер. 

Нормативный коэффициент запаса устойчивости необходимо вводить 

только в величину сцепления массива или объемного веса (при отсутствии тек-

тонических полей напряжений) горных пород. Значение нормативного коэффи-

циента должно устанавливаться исходя из надежности исходных данных, от-

ветственности сооружения и минимизировать критерий, отражающий социаль-

но-экономические показатели эксплуатации сооружения. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Диссертация является законченной научно-квалификационной работой, в 

которой на основании выполненных автором исследований разработаны тео-

ретические положения, совокупность которых можно квалифицировать как 

новое крупное научное достижение в области геомеханики и механики раз-

рушения горных пород и твердых тел. 

Основные научные и практические результаты работы.  

1. Предложена принципиально новая теория устойчивости (разрушения) 

откосов и оснований сооружений как сплошной среды по методу предельного 

равновесия, основанная на фундаментальных теоремах и принципах механики, 

таких как принцип возможных перемещений Лагранжа, принцип наименьшего 

принуждения Гаусса, теорема наименьшей потерянной работы Остроградского  

и т. д. Основой математического аппарата предлагаемой теории являются ва-

риационное, дифференциальное и интегральное исчисления. На основе данной 

теории разработаны методики расчета устойчивости откосов практически для 

условий любой сложности: однородный откос, неоднородный откос, анизо-

тропный откос, обводненный откос, откос на слабом наклонном контакте, откос 

на слабом наклонном основании, подработанный и закарстованный откос, на-

груженный откос, откос несвязных пород на различных основаниях, устойчи-

вость откосов в поле тектонических и сейсмических напряжений.  

2. Аналитически получены функции поверхности текучести и предельной 

поверхности для горных пород как сплошной среды, обладающей внутренним 

трением и сцеплением, в сложном напряженном состоянии и сдвиговой дефор-

мации. Данные функции определяют такие соотношения компонент напряже-

ний, при которых горные породы переходят в пластическую фазу деформиро-

вания (предел упругости), и достигается предел их прочности. Предложена 

функция пластического потенциала, определяющая соотношения приращений 

главных деформаций при пластическом деформировании. Произведена коррек-

тировка теоретических результатов согласно экспериментальным данным. 

Проведенные исследования позволили выявить и доказать новые физиче-

ские аспекты процесса пластического деформирования (упрочнения) горных 

пород при сдвиге, в частности: 

1) главным признаком пластической деформации на стадии упрочнения являет-

ся частичная или полная (на пределе упругости) потеря удерживающего эффек-
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та от внутреннего трения на площадках микросдвигов под действием мини-

мального главного напряжения и его постепенное усиление в процессе упроч-

нения,  что является следствием явления дилатансии, то есть увеличения объе-

ма в направлении минимального главного напряжения; 

2) доказывается изменение углов наклона критических площадок микросдвигов 

в процессе упрочнения, что трактуется как разворот структурных элементов 

при пластическом деформировании, наблюдаемый экспериментально. 

3. Обоснован вариационный или энергетический принцип условия разру-

шения (дезинтеграции) горных массивов (твердых тел), позволяющий опреде-

лять геометрию поверхности разрушения тел и рассматривать процесс дезинте-

грации твердых тел с общих позиций. 

4. Получен критерий зарождения сдвиговых трещин в твердых телах (гор-

ных породах) под воздействием потенциальной энергии, дана его физическая 

интерпретация. 

5. Предлагается аналитический метод прогнозирования угловых парамет-

ров процесса сдвижения (углы разрыва, сдвижения, граничные) в сплошном 

квазиоднородном массиве, основанный на определении положения границы 

областей сдвижения с разрывом сплошности горного массива (собственно сдви-

жений) и деформаций массива без разрыва сплошности (собственно деформа-

ций). Тем самым достигается возможность постановки граничных условий. 

Аналитически доказана стабильность углов разрыва для различных глубин в 

сплошной среде. Указывается на дискретный характер значений углов разрыва 

и, соответственно, сдвижений и граничных углов. 

6. Получены зависимости, определяющие нагрузку на крепь горизонталь-

ных горных выработок в сплошном квазиоднородном массиве горных пород. 

Обоснован и исследован механизм формирования нагрузки на целики. Иссле-

довано влияние физико-механических свойств горных массивов, угла падения 

залежи, глубины и степени подработки на величину нагрузки.  

7. Рассмотрена проблематика обоснования величины сцепления трещино-

ватых горных массивов, и на основе аппарата динамического программирова-

ния предлагается методика по установлению поверхности разрушения в трещи-

новатом массиве и, как следствие, определения величины сцепления. Рассмот-

рен круг вопросов, связанных с обоснованием нормативного значения коэффи-

циента запаса устойчивости (прочности). Доказывается неправомерность вве-

дения нормативного запаса в величину коэффициента трения. 
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